
Parallélisme	  Cours	  3	  
	  

-‐ Qu’est-‐ce	  qu’un	  ordinateur	  parallélisme	  ?	  	  
-‐ Premier	  algorithme	  parallèle	  

	  
RAM	  :	  Random	  Access	  Machine	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
PRAM	  :	  Parallel	  Random	  Access	  Machine	  
	  

	  
	  
	  

	  
	  
	  
	  
Une	  PRAM	  :	  

-‐ Possède	  un	  ensemble	  non	  borné	  de	  processeur	  P1,…,	  Pn	  et	  chaque	  processeur	  connaît	  sont	  indice	  ;	  
-‐ Chaque	  processeur	  possède	  un	  ensemble	  de	  mémoires	  privées	  et	  un	  PC	  (programme	  counter)	  ;	  
-‐ Tous	  les	  processeurs	  peuvent	  accéder	  à	  une	  mémoire	  partagée	  non	  bornée	  ;	  
-‐ Possède	  toutes	  les	  instructions	  classiques	  (I/O,	  calcul	  arithmétique,	  …),	  plus	  l’instruction	  halt	  

(arrête	  le	  processeur)	  et	  fork	  (démarre	  nouveau	  calcul	  sur	  processeur	  libre)	  ;	  
-‐ A	  un	  coût	  unitaire	  par	  instruction	  ;	  
-‐ A	  un	  modèle	  d’exécution	  synchrone	  (tous	  les	  processeurs	  exécutent	  les	  instructions	  en	  même	  

temps).	  
	  
Que	  se	  passe-‐t-‐il	  quand	  2	  processeurs	  essaient	  de	  lire	  ou	  écrire	  dans	  la	  même	  zone	  mémoire	  publique?	  
	  
Conflit	  mémoire	  :	  

-‐ si	  2	  processeur	  ou	  plus	  accèdent	  à	  la	  même	  zone	  mémoire	  en	  lecture	  en	  même	  temps	  
-‐ si	  2	  processeur	  ou	  plus	  accèdent	  à	  la	  même	  zone	  mémoire	  en	  écriture	  en	  même	  temps	  

	  
Type	  de	  PRAM	  :	  

-‐ ER	  :	  exclusive	  read	  
-‐ EW	  :	  exclusive	  write	  
-‐ CR	  :	  concurrent	  read	  
-‐ CW	  :	  concurrent	  write	  

	  
EREW	  
ERCW	  
CREW	  	  
CRCW	  
	  
On	  a	  4	  sous	  modèle	  pour	  le	  CW	  :	  

è consistant	  :	  écriture	  de	  la	  même	  valeur	  ;	  
è arbitraire	  :	  choix	  d’une	  valeur	  au	  hasard	  ;	  
è prioritaire	  :	  la	  valeur	  du	  processeur	  prioritaire	  est	  choisie	  ;	  
è fusion	  :	  on	  écrit	  le	  résultat	  d’une	  fonction	  associative	  sur	  la	  liste	  ordonnée	  des	  	  processeurs.	  

	  
	  
	  
	  
	  

P	  

M	  

Pi	  P1	   Pn	  

M	  

du	  moins	  	  
au	  plus	  	  
permissif	  



Algorithme	  sur	  PRAM	  
	  
Calcul	  du	  maximum	  de	  ! = ! !	  éléments	  
	  
Pour	  que	  ce	  calcule	  marche,	  il	  nous	  faut	  donc	  un	  tableau	  de	  taille	  2!,	  sinon	  il	  faut	  rajouter	  des	  éléments	  
neutres	  pour	  obtenir	  une	  taille	  2!.	  
	  
Pour	  𝑛 = 2	  
	   	  
	  Pour	  𝑛 ! ! 	  
	   	   	   	  
Pour	  ! ! ! 	  
	   	   	   	   	   	   	   	  
	  
	  
Séquentiel	  v1	  :	  
!"# ! ! !! !!	  	  
!"# !! ! ! !!" !! !!" 	  	  
	   !" !! ! ! !"# ! ! !" 	  	  
	   	   !"# ! ! !!!! 	  
	  	  	  	   !"# !!" 	  
!"# !!"# 	  	  
	  
	  
Séquentiel	  v2	  :	  
!"# !! ! ! ! ! !!" !! !!" 	  	  
	   !"# !! = ! ! !𝑡𝑜!! ! ! ! ! ! !!" 	  	  
	   	   ! ! ! !"# ! 2𝑗 !𝑎!! ! ! ! !! 	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  !"# !!"# 	  
!"# !!"# 	  	  
	  
!!"# ! ! ! ! ! ! 	  	  
Sauf	  que	  a ! ! ! ! ! 	  donc	  l’indice	  ! 	  est	  trop	  grande	  
	  
On	  prend	  un	  tableau	  de	  ! ! ! ! 	  cases	  tel	  que	  les	  cases	  ! 	  à	  ! ! ! ! 	  contiennent	  les	  valeurs	  du	  tableau	  initial.	  
	  
	  
! ! ! !!"#$# 	  	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
! ! ! ! !!"#$# 	  	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  	  	  	  	  	  
	  
	  
	  
Complexité	  :	  >	  n	  vu	  qu’il	  faut	  parcourir	  au	  moins	  une	  fois	  tout	  les	  éléments	  
!! ! ! ! 	  tel	  que	  ! ! ! !! ! ! ! ! !! !!" !! ! ! 	  
	  
m	  fois	  la	  boucle	  extérieur	  	  +	  ! ! 	  fois	  la	  boucle	  interieur	  

1	   2	   3	   4	  

4	   2	   4	   1	   2	   3	   4	  

1	   2	   3	   4	  



! !! ! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! ! ! !! ! ! 	  	  

!" !! ! ! ! ! 	  	  
! ! ! ! ! ! !! !! ! ! ! 	  	  
! ! !! ! = {𝑎 2!!! , 𝑎[! ! − 1!}	  	  
𝐿 𝑇!!! = {𝑎 ! ! ! ! !! ! ! ! ! ! !! 	  	  
! ! ! ! ! = !𝑎 ! ! ! ! ! ! !! ! ! ! ! 	  	  
	  
Version	  parallèle	  :	  
!"# !! ! ! ! ! !!" !! !!" 	  	  
	   !"# !! ! ! ! !!" !! !!! − 1  𝑑𝑜	  	  parallel	  
	   	   𝑎 𝑗 = max 𝑎 2𝑗 , ! [! ! ! ! !! 	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  !"# !!"# 	  
!"# !!"# 	  	  
	  
	  
On	  fait	  le	  changement	  de	  variable	  ! ! ! ! ! ! 	  
!"# !! ! ! ! ! !!" !! !!" 	  	  
	   !"# !! ! ! !!" !! ! − ! !𝑑𝑜  𝑖𝑛  𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑙𝑒𝑙	  	  
	   	   ! ! ! ! ! ! !"# ! ! ! ! + 2! ! ! !! ! ! ! ! ! ! !! 	  
	   !"# !!"# 	  	  
!"#   !"# 	  	  
	  
Sur	  une	  PRAM	  ! ! ! ! !	  sont	  le	  numéro	  de	  processeur	  est	  ! 	  
!"# !! ! ! ! ! !!" !! !!" 	  	  
	   !" !! ! ! ! ! ! !𝑡! !" 	  	  
	   	   ! ! ! ! ! ! !!"# !! ! ! ! ! ! ! ! ! !!! ! ! ! ! ! ! !! 	  
	   !"# !!" 	  
!"# !!"# 	  	  
	  
Cet	  algorithme	  marche	  sur	  une	  EREW	  
Complexité	  en	  temps	  :	  𝜃! !"# ! ! 	  (! !car	  majorant	  et	  minorant! 	  
Complexité	  en	  espace	  :	  ! ! ! ! 	  
Complexité	  en	  processeurs	  :	  ! ! ! ! 	  
	  
Efficacité	  algorithmique	  :	  	  
Borne	  des	  tris	  comparatif	  :	  ! ! !"# ! !	  avec	  ! 	  minorant	  
	  
Soit	  A(n)	  un	  algorithme	  travaillant	  sur	  n	  données	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  A! ! (n)	  un	  algorithme	  parallèle	  travaillant	  sur	  n	  données	  
	  
Surface	  :	  la	  surface	  notée	  H(A//	  (n))	  est	  le	  nombre	  maximal	  de	  processeur	  utilisés	  lors	  d’un	  pas	  de	  calcul	  
	  
Temps	  parallèle	  :	  Tp(A//(n))	  est	  le	  nombre	  de	  pas	  de	  calcul	  lorsqu’on	  utilise	  au	  plus	  p	  processeur.	  
	  
Un	  problème	  est	  dit	  faisable	  si	  la	  surface	  et	  le	  temps	  sont	  bornés	  par	  un	  polynôme	  en	  n	  ! ! ! ! !"#$ !! ! ∈
!! !!" !! ! ! ! ! 	  	  
	  
Facteur	  d’accélération	  :	  	  ! ! ! !

! !

! ! ! ! ! !
	  	  

Efficacité	  :	  ! ! ! = ! !

! ! ! ! ! ! ! !
	  	  

Travail	  (ensemble	  ressource)	  :	  ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !!! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 	  
	  
Algo	  max	  séquentiel	  :	  
	  
! ! ! ! !! 	  	  
! ! ! ! !! ! ! ! 	  	  
	  
Algo	  //	  

! ! ! ! !! ! ! ! 	  

! ! !
! !

! !"#$!
! ! 	  



𝐻 ! ! ! ! ! !! ! ! ! 	  	  

! ! ! ! ! ! !! ! !"# !! ! ! ! 	  	  
	  
	  
Conservation	  de	  travail	  par	  simulation	  :	  
Soit	  A	  qui	  s’exécute	  en	  temps	  t	  sur	  une	  PRAM	  de	  p	  processeurs.	  On	  peut	  simuler	  A	  sur	  une	  PRAM	  de	  même	  
type	  avec	  ! ! ! ! 	  processeurs	  en	  un	  temps	  ! !

! ! !

! ! !! 	  
	  
Preuve	  :	  À	  chaque	  étape	  on	  avait	  p	  calculs	  à	  faire	  mais	  avec	  𝑝! 	  processeurs,	  on	  a	   !

! ! 	  calculs	  

è chaque	  étape	  prend	  un	  temps	   !

! ! 	  	  
	  
Efficacité	  algorithmique	  :	  
Le	  travail	  ! ! ! ! ! ! ! ! ! 	  est	  au	  moins	  de	  l’ordre	  de	  la	  complexité	  séquentielle	  	  

è ! ! ! 	  	  
	  
Supposons	  ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !! ! ! ! ! ! ! 	  
! ! ! ! ! ! ! 	  ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 	  	  (1)	  
	  
SI	  on	  simule	  A//	  sur	  une	  machine	  à	  1	  processeur	  
! ! ! ! ! ! ! 	  ! ! ! ! ! ! /(! ! ! 	  =!1  𝑇!! ! //(𝑛)) !! ! ! 	  	  (2)	  
	  

(1) et	  (2)	  ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 	  
è Impossible	  !	  

	  
Parallel	  prefix	  (SCAN)	  :	  
Soit	  un	  ensemble	  de	  données	  (! ! ! ! ! ! ! ! 	  avec	  ! ! ! ! .	  
Ce	  calcul	  de	  prefix	  consiste	  à	  calculer	   ! ! ! ! ! ! !   tel	  que	  
! ! ! ! !   x!! ! !! ! ! !! ! 	  	  
avec	  x	  operation	  binaire	  associative	  
	  
SUM-‐prefix	  :	  x	  =	  +	  
	  
𝑥 =	  	  
	  
	  
𝑦 =	  	  
	  
3	  Phases	  :	  Ex	  :	  +	  et	  {2,4,5,8}	  	  	  
	  
Montée	  :	  	  	  	  	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Descente	  :	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

3	   4	   5	   6	  

3	   7	   12	   18	  

𝑊 ! ! ! ! = !! ! ! !"# !! ! ! ! 	  

19	  

6	   13	  

2	   4	   5	   8	  

0	  

0	   6	  

0	   2	   6	   11	  



• Si	  le	  nœud	  dans	  le	  nouvel	  arbre	  est	  fils	  gauche	  de	  son	  père,	  alors	  il	  prend	  la	  valeur	  de	  son	  père	  
• Si	  le	  nœud	  est	  fils	  droit	  de	  son	  père,	  alors	  il	  prend	  la	  valeur	  de	  son	  père	  et	  de	  son	  frère	  dans	  

l’autre	  arbre	  (avec	  x)	  
	  
	  
	  
Phase	  finale	  :	  on	  fait	  x	  sur	  les	  valeurs	  des	  feuilles	  de	  l’arbre	  initial	  et	  de	  l’arbre	  final	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
+	  et	  {2,4,5,8}	  	  +𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥→ 	  	  {2,5,11,19}	  
	  
Sans	  phase	  finale	  :	  
𝑦! = ! ! ! ! ! !! !!! 	  	  
	  
+	  et	  {2,4,5,8}	  	  	  ! !"#$%&!!"#$%&'(

!
	  {0,2,6,11}	  

	  
Soit	  T	  un	  arbre	  parfait	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

	  
	  

Soit	  le	  nœud	  i,	  son	  fils	  gauche	  a	  le	  numero	  2i,	  sont	  fils	  droit	  2i+1,	  son	  père	  i/2	  
	  
Montée	  :	  	  
!"# !! ! ! − ! !!" !!   !" 	  	  
	   !"# !! ! ! ! !!" !! ! ! ! ! ! !!" 	  	  
	   	   ! ! ! !! ! ! ! !! [! ! ! ! ! 	  
	  
Descente	  :	  	  
! ! !   ! !	  	  
!"# !! ! ! !!" !! !!" 	  	  
	   !"# !! ! ! ! !!" !! ! ! ! ! ! !!" !!"   𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑙𝑒𝑙	  
	   	   𝑖𝑓  𝑒𝑣𝑒𝑛 𝑗   ! ! !" 	  	  
	   	   	   ! ! ! !𝑏[!

!
]	  	  

	   	   𝑒𝑙𝑠𝑒	  
	   	   	   𝑏 𝑗 =   ! !

!
! ! !𝑗 ! ! ! 	  

	   	   !"# !!" 	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  !"# !!"# 	  	  
!"# !!"# 	  	  
	  
Finale	  :	  
!"# !! ! ! ! !𝑡𝑜!! ! ! ! ! ! !!" !!" !! ! !!	  	  
	   ! ! ! !! 𝑗 ! ! !! ! 	  
!"# !!"# 	  	  
	  
//	  !\\	  EREW	  

0	  

0	   6	  

2	   6	   11	   19	  

1	  

2	   3	  

4	   5	  


