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Formules de Taylor
Def: f:]a,b[ - R (a<b)

F&x)-f(o)
x—c

cE€lab][,festdérivable en cssi admet une limite lorsque x = ¢ ( x # ¢ ), que I'on nome

f().

Def : f est dite continument dérivement sur un intervalle |, ssi f est dérivable sur | et f" est une
fonction continue sur |. On note f € C’(l)

Def : f est de classe C”(I) (p = 1) ssi f est p fois dérivable sur | et fP' est continue sur |

Th des Accroissements Fini :
f:[a,b] = R, sifcontinuesur[a,b]etfdérivablesur]a,b|
Alorsil3c€]a,b[tel que

f) - f(@

file = b—a

Formule de Taylor-Lagrange (Th)
Si f est une fonction définie et n fois dérivable sur [ a,b ], (n + 1) fois dérivable sur] a,b [
Alorsil3dc€]ab[tq

(b—a)" (b —a)"

f®) = f@ + f@x b-a)+ .+ —7— f)@ + . + —7— f(W) (@)
(b _ a)(n+1)

G [t ©



Formule de Taylor-Young (Th)

f(n+1

Si f est une fonction n fois dérivable sur le voisinage V=]a—h,a+h[(h>0), si )(a) existe, et si

£(x) une fonction définie sur | qui tends vers 0 lorsque x tend vers a

Alors pour tout x tel que |x|<h,on a:

x2 xn n+1
fla+ x) = f(a) + xf'(a) + ?f”(a) + ..+ Ff(")(a) + m FO+D (@) + x™*1 % g(x)
Ainsi la formule générale de Taylor est :
(x —a)? (x—a)*

f@=f@+ f@&=-a)+ ['@—F—+ .. + fP@——+ x—a)" * &(x)

Développements limités

Def : Une fonction définie sur | 3 0 (contenant I’origine) admet un DL d’ordre n au voisinage de 0 ssi il
existe un réel h >0, x tel que |x|< h, une fonction polynomiale Pn de degré < n, et une fonction ¢ de
limite nulle en O tel que :

f(x) = Pn(x) + x" x g(x),x € I

Calcul de DL :

e Somme : On additionne tout ensemble

f+ 9B =f@+ gl@+ f@*(b-a)+ g@=(b-a)+ .. ect

e  Produit : f(x) = Pn(x) + x" £4(x)
g(x) = Qn(x) + x" &,(x)

(f* g)(x) =Tn [ Pn(x) * Qn(x)] + x" * £(x)

e Division : g(0) # 0, f/g bien de f au V(0)
(f/8)(x) = Zn(x) + x" * &(x)

Ou Zn est le quotient de la division suivant les puissances croissantes de Pn par Qn



DL d’une fonction dérivée :

f(x) = Pn+1 (x) + X" * g(x)

f(x) = P’'n+1 (x) +x" * &(x)

B

=1+x+..+X"+x"* gq(x)

N
8

1 —1_ 2 _1\" N n
1+x—1 X+X -+ (-1)"x"+x" &5 (x)

_ x_z x_3 N n+l
In(1+x)—x-2+3+...+(-1) — *X &(x)
DL d’une fonction composée :
f(x) = Pn(x) + x" £4(x) f(0) = 0 donc Pn(0) = 0

g(x) = Qn(x) + x" &5(x)
(g o f) (x) = g(f(x)) = Tn [Qn (Pn (x))] + X" & (x)

Qn(x)=ap +aX+ ... anX

Qn (Pn (x)) =ag +ai Pn(x) + ... + a, (Pn(x))"

o, O, équivalents
f, g au voisinage d’un point xg

: f(x)
fx0=0(g)(_)hmx—>x0ﬁ =

x

fo=0 (g) © f/g est bornée de V(xo) © IM <0 tq I% <M

f(x) = Pn(x) + o(x") = x" * £(x) avec lim,_q € (x) = 0
I

f(x) = Pn(x) + O(x™?)
I

fadmet un DL, (0)



Def : Soit f et g définie au V(xo)

~

Ondit que f xo 8 (équivalent au V(0)) ssi lim,. _, »o [l

x
+
x
N
o
x
+
x
w

fxog)(f—g—>0
1 1~ 1
x0Tt

Tn = On tronque a I'ordre de n

g(x)

existe et vaut 1

(x+x2)—x=x2X(x +x)-x=x>
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