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Chapitre 1

Eléments de logique

Dans cette premiere partie du cours, on introduit trés rapidement quelques
outils permettant de formaliser les idées mathématiques et d’obtenir des moyens
systématiques de traiter les problemes.

1.1 Fabriquer des énoncés

1.1.1 Enoncés élémentaires

Dans cette partie, on tente de donner les outils nécessaires a la formulation
précise d’énoncés mathématiques. On veut par exemple formaliser des phrases
du type suivant :

— “la somme de deux nombres positifs quelconques est un nombre positif*

— “le carré de n’importe quel nombre réel est un nombre positif.”

— “tout nombre réel positif est le carré d’'un nombre réel”.

— etc.

Plus précisément, on cherche une maniere systématique décrire des énoncés uti-
lisant le moins de mots possible (de maniere & éliminer toute ambiguité et de
raccourcir les énoncés.

On introduit donc les notations suivantes (ou quantificateurs) :

Définition 1.1.1 — “pour tout” se note ¥V
— 4l existe 7 se note 4
- “appartient” se note €
— ‘“tel que” se note tq

On appelera énoncé élémentaire toute phrase fabriquée a ’aide des symboles
précédents, “ayant un sens”.

Exemple 1.1.1 Awvec ces notations on peut traduire de la maniére suivante :
— “la somme de deux nombres positifs quelconques est un nombre positif* se
traduit par
Va € [0, +oo[,Vb € [0, +00[, a+b>0

— “le carré de n’importe quel nombre réel est un nombre positif” se traduit
par
Vr € R, 2 >0
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— “tout nombre réel positif est le carré d’un nombre réel” se traduit
Ve e R,y e R, tqgz =y?
Exercice 1.1.1 Traduire “il existe un nombre rationnel dont le carré vaut deux”.

Exercice 1.1.2 Soit f : E — F. On dit que f est surjective si tout élément de
F est limage par f d’au moins un élément de E. Traduire cette définition avec
des quantificateurs.

Remarque 1.1.1 (importante) Les quantificateurs ¥V et 3 ne commutent pas.
Par exemple les énoncés suivant ne sont pas du tout équivalents :
-VeeR,yeRz<y
- JyeR Ve eR,z<y.

Les quantificateurs permettent de fabriquer des énoncés élémentaires. Pour
obtenir des énoncés plus complexes, on peut utiliser des "mots de liaison” entre
énoncés : “et, ou, implique, contraire”.

1.1.2 Enoncés complexes

Disposant d’énoncés élémentaires, il possible de fabriquer des énoncés plus
compliqués. Par exemple, si A et B sont deux assertions , on voudra parler des
enoncés : A et B”,"A ou B, etc.

Définition 1.1.2 - A et B senote ANB
- A ou B senote AV B
- “A implique B 7 se note A — B
- “contraire de A” se note |A.

Exemple 1.1.2 Soit f : E — F. On dit que f est injective si deur éléments
quelconques de E et différents ont des images différentes. Avec l'aide des quan-
tificateurs, cela se traduit

Ve e R,Vy € R, (x #y = f(z) # f(y))

Exercice 1.1.3 Soit f : R — R une application. On dit que f est croissante si
deux éléments quelconques de R ordonnés ont leurs images par f rangées dans
le méme ordre. Traduire cette phrase avec des quantificateurs.

Définition 1.1.3 On appelera énoncé mathématique ou assertion toute phrase
fabriguée a laide des symboles précédents, “ayant un sens”.

Si I'on a une information & priori sur la véracité des assertions A et B on
peut conclure sur la veracité d’assertions fabriquées avec A et B , en utilisant
les tables de vérité. Dans les tableaux suivants on note "V” une assertion "vraie”
et "F” une assertion fausse.

1. Table de vérité du contraire

A=V [JA=F
A=F | [A=V
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2. Table de vérité du et

B=V B=F
A=V | ANB=V | ANB=F
A=F | ANB=F | ANB=F
3. Tuable de vérité du ou
B=V B=F
A=V | AvB=V | AvB=V
A=F | AvB=V | AVvB=F
4. Table de vérité du implique
B=V B=F
A=V | A=B=V | A= B=F
A=F | A=B=V | A= B=V

Exercice 1.1.4 Ecrire la table de vérité de | A ou B. Comparer avec celle de
A= B.

1.2 Nier un énoncé

Tout énoncé mathématique peut étre nié en utilisant les regles suivantes :

ENONCE

ENONCE CONTRAIRE

Pour tout élément x de ’ensemble F| la
propriété P(x) est vérifiée

Il existe un élément = de ’ensemble E
tel que la propriété P(x) n’est pas véri-
fiée

Il existe un élément = de ’ensemble F
tel que la propriété P(x) est vérifiée

Pour tout élément x de ’ensemble F| la
propriété P(x) n’est pas vérifiée

L’assertion A et l’assertion B sont
vraies

L’assertion A est fausse ou (non exclu-
sif) Iassertion B est fausse.

L’assertion A est vraie ou (non exclusif)
I’assertion B est vraie.

L’assertion A et l’assertion B sont
fausses.

Si ’assertion A est vraie alors 1’asser-
tion B est vraie

L’assertion A est vraie ET D’assertion B
n’est pas vraie

En utilisant les quantificateurs, les regles précédentes prennent la forme sui-

vante :
ENONCE ENONCE CONTRAIRE
Va € E, P(x) dr € E, tq |P(x)
dr € E, tq P(x) Vr € E, |P(x)
ANB 1AV|B
AV B 1ANB
A= B Aet |B

Remarque 1.2.1 On notera que la négation
endetdenV.

transforme les quantificateurs ¥
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Exemple 1.2.1 Considérons lassertion A suivante
Jr€Q, tgz* =2.
L’assertion contraire de A est
Vo € Q,z% # 2.

Exemple 1.2.2 On rappelle qu’une fonction f: E — F est injective si

Vee EVy € E, (z £y = f(z) # f(y)).

Avec les régles précédentes, on obtient la négation de “f est injective” :

Jr e E,3ycE, tgx#vyetf(z)=[f(y)

Exercice 1.2.1 Nier les énoncés suivants :
- f: E— F est surjective.
- VYa €R,VbeR,Vc e R, Iz €R, az? +bx+c=0.

Exercice 1.2.2 On dit qu’une fonction f : R — R est croissante si la propriété
sutvante est vérifiée :

Ve e R,Vy € R, (z <y = f(x) < f(y)).

Nier cet énoncé.

1.3 Prouver ou infirmer un énoncé

1.3.1 Démonstration directe

Les regles élémentaires pour démontrer une assertion sont les suivantes :

1. Enoncé du type Vx € E, A(x).
On se donne x au hasard dans E (on ne prend surtout pas de valeur
particuliere pour z) et on démontre la propriété A(xz) en utilisant des
propriétés connues.

2. Enoncé du type Iz € E, A(x).
On doit prouver l'existence d’'un = € E tel que A(z) est vraie (il n’est pas
nécessaire et souvent pas possible de montrer A(z) pour tout z).

3. Enoncé du type A et B. On démontre A puis on démontre B (ou inverse-
ment).

4. Enoncé du type A ou B. On suppose que A est faux et on en déduit que
B est vraie (ou inversement).

5. Enoncé du type A = B.
On suppose que A est vraie et on démontre B.

A T’aide de ces regles basiques et en procédant inductivement on peut ten-

ter de démontrer n’importe quel énoncé. Pour infirmer un énoncé A, on doit
démontrer |.A.

Exemple 1.3.1 L’énoncé A suivant : Vz € [0,2],2% + 1 < 6 est vrai.
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Preuve. L’énoncé est de la forme Va € [0,2], A(x) avec la propriété A(z) :
22 + 1 < 6. On fait appel & la premiere des régles ci-dessus. On se donne
x € [0,2] et on démontre A(x). Comme x € [0,2], 2% < 4 et donc 22 + 1 < 5.
Par suite 2? < 6. g

Exemple 1.3.2 La fonction f : R — R* définie par f(x) = (xz — 1)? est
surjective.

Preuve. On doit démontrer la propriété suivante :
Vy e RT3z € R, tq f(z) = v.

Soit y € RT. On cherche z € R tel que f(z) = y. Autrement dit, on cherche
r € R tel que (z —1)? = y. Comme y > 0, v = VY + 1 est bien défini et on a
bien sur (z — 1) = y. O

Exercice 1.3.1 Soient f : R — R et g : R — R deux fonctions croissantes.
Montrer que f o g est croissante. On suppose en outre que f et g ne prennent
que des valeurs positives. Montrer que fg est croissante.

1.3.2 Démonstration par contraposition

Ce type de démonstration s’utilise pour les assertions du type A = B. Une
assertion du type A = B est vraie si et seulement si sa contraposée |B =].A
est vraie.!

Pour démontrer A = B, on peut donc supposer que |3 est vraie et établir
1A.

Exemple 1.3.3 La fonction f: R — R définie par f(x) =2z — 5 est injective.

Preuve. On doit démontrer ’assertion suivante :

Ve eR,Vy eR, (z £y = f(x) # f(y)).

D’apres la regle 2, on commence par se donner z € R et y € R au hasard.
On doit montrer 'implication suivante :

(x #y = f(z) # f(v)).
On montre plutot sa contraposée, qui s’écrit :
fl@)=fly) =z =y.

On invoque ensuite la régle 1. On suppose que f(z) = f(y) et on doit démontrer
que z = y. Or f(z) = f(y) implique 2z — 5 = 2y — 5. On retranche 5 aux deux
membres de ’équation et on divise par deux. Il vient x = y. Ceci montre bien
que f est injective O

Exercice 1.3.2 Soient f : R — R et g : R — R deux fonctions injectives.
Montrer que f o g est injective.

Exercice 1.3.3 Soit p un entier naturel. Montrer que si p> est pair alors p est
paar.

IEn effet, I’assertion A = B est équivalente &4 ].4 ou B qui est lui méme équivalent &
1(1B) ou A. Or cette derniere assertion est exactement |B =>].A.
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1.3.3 Démonstration par ’absurde

Pour démontrer une assertion A on peut supposer que son contraire |.A est
vrai et aboutir & une contradiction.

Exercice 1.3.4 Démontrer que v/2 n’est pas rationnel. On pourra procéder par
I’absurde et supposer qu’il existe deux entiers a et b premiers entre eux tels que

£

1.3.4 Démonstration par récurrence
Ce type de preuve s’utilise pour établir des assertions du type Vn € N, A,,.
Le schéma de la démonstration est le suivant.
Etape 1 On démontre A,, pour n = 0.

Etape 2 On se donne n € N quelconque, on suppose que A, est vraie on démontre

An,+1 .

Attention, dans ’étape 2, on doit prendre un entier n quelconque. Il est interdit
de prendre une valeur particuliere pour n.

La validité de ce type de preuves découle de la construction axiomatique des
entiers naturels par le mathématicien Giuseppe Peano.

Exercice 1.3.5 Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :

1. Démontrer que pour tout n € N* on a

—pp+1) n+l

2. Démontrer que pour tout n € N, on a

1)(2n + 1
14224824, 4n2= Pt )6(n+ ).




Chapitre 2

Notion de limite

2.1 Cas des fonctions

2.1.1 Limite en un point

Soit f une fonction et zg, ! deux réels fixés. On veut donner un sens précis a
la phrase suivante :

“lorsque x devient proche de xq, les valeurs de f(x) deviennent proches de
1"

Dans ce cas on dira que f tend vers [ lorsque = tend vers g, ou encore que
f a pour limite [ lorsque = tend vers xg.

Pour se faire une idée intuitive de la limite d’une fonction en un point x,
on peut calculer des valeurs successives de f(z) pour x de plus en plus proche
de x¢. Ceci ne constitue en rien une démonstration.

Par exemple, si on pose f(z) = 2?2, alors

£(0.1) = 0.01, £(0.01) =0.0001, f(1073) =107, etc.

Ceci suggere que lim,_.o 2% = 0. On en verra une démonstration par la suite.
Si on pose f(z) = sin(1) pour > 0, alors

f(/m) =0, f(1/(2m)) = 0, f(1/(37)) =0, etc.

On a donc des points xj = % de plus en plus proches de 0 tels que f(zx) = 0.
Pourtant f ne tend pas vers 0 quand x tend vers 0. En effet, on peut calculer f
en d’autres point proches de 0 :

F2/m) =1, F(2/(5m) = 1, F(2/(9m)) = 1, ete.

Il est donc nécessaire de donner une définition rigoureuse de la notion de
limite. On introduit d’abord quelques notations.

Soit I C R un intervalle fini ou infini (ex : I = [0,1],] =] — o0, 3],..). On
note I la fermeture de I définie de la maniere suivante :

— si I = [a,b],]a,b],[a,b] ou ]a, b] avec a,b € R, alors I = [a, b].

— si I = [a, +00] ou Ja, +oc[ avec a € R, alors I = [a, +00[

11
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~ si I =] —00,a] ou ]| — 00, af avec a € R, alors I =] — 00, al.
L’intervalle I s’obtient a partir de I en fermant les crochets lorsque c¢’est possible.

Définition 2.1.1 Soit [ € R. On dit que la fonction f a pour limite | quand x
tend vers xg si :

Ve>0,30 >01tq Ve el, (Jx —xo| <0 = |f(x) = 1| <e¢) (2.1)

Dans ce cas, on note lim,_.,,, f(z) = 1.

: I
| ! ) [ T0 | |
T T T

a zg— 8 zo+ 6 b z

Lien entre € et 6

Remarque 2.1.1 Dans la définition de la limite (2.1), il faut comprendre €
comme un écart mazimum entre f(x) et l; et § comme un écart entre x et xg.
La définition demande donc que l’écart (c.a.d. €) entre f(x) et | puisse étre
rendu ausst petit que voulu, pourvu que l’écart (c.a.d. 0) entre x et xo soit petit.

Remarque 2.1.2 Avec cette définition, il est clair que sizg € I etlimy_,,, f(z) =
I, on a nécessairement f(xg) = 1. On aurait pu prendre une autre définition de
la limite, excluant le comportement de f en xg. Par exemple, on dit que “f a
pour limite | quand x tend vers xqg en étant different de xo si

Ve> 0,30 >0, (]t —xo| <9 et x # xo = |f(x) =] <e). (2.2)

Exemple 2.1.1 Soit f : [~1,1] — R définie par Vx € [-1,1], f(x) = 2%. Alors
limg_, f(x) = 0.

Preuve. On doit prouver que (2.1) est vérifiée. Pour cela on se donne € > 0 et
on cherche ¢ > 0 tel que (2.1) soit vérifiée.

Prenons § = /€ et supposons que = € [—1,1] est tel que |z| < § = /e. Par
définition de f, on a

f(@)] =% < 6® = Ve =
Ceci montre bien (2.1). O
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Exemple 2.1.2 Soit f: [0,2] — R définie par Vo € [0,1], f(x) = 2>+ 1. Alors
lim, 1 f(z) = 2.

Preuve. On doit vérifier 'assertion (2.1) pour la fonction f(z) = 2% + 1. Soit
€ > 0. On cherche § > 0 tel que |z — 1| < d = |f(x) — 2| <e. Or

If(z) —2|<e = |22 —1|<e = l—e<a?’<1+e

2.3
— Vi-e—-1l<z-1<V1i+e-1 23)

Prenons 6 = min(v/1+¢e¢—1,1 —+/1—¢). Comme € > 0 alors § > 0 et on a

évidement |z — 1] <d =1 —€e—1<2—1<+1+e—1. En tenant compte

de (2.3), il vient |z — 1| < 6 = |f(x) — 2| < e.

t

Proposition 2.1.1 Soit f : I — R une application et o € I. On suppose que
f a une limite en xg, alors cette limite est unique.

Preuve. Supposons par 'absurde que f possede deux limites différentes [ et
" lorsque z tend vers zg. Quitte & intervertir leurs roles, on peut supposer que
Il <l'. Posons € = % > (. Par définition de la limite, il existe § > 0 et 6’ > 0
tels que

Veel,|lx—xo| <= |f(x) =1 <e

et
Ve el |z —x] <8 = |f(x) = U'| <e.

Soit x € I tel que |z — xo| < min(d, §'). D’apres les assertions ci-dessus, on a

fl@)<l+eet f(z) > —e

En particulier, I’ —e < [+e¢. D’oll € > l’T*l Or on a choisit € = %, on en déduit
une contradiction .

O
Exercice 2.1.1 Montrer que lim,_.q ﬁ =1 et que limy_1(2?> —2 —1) = —1

Exercice 2.1.2 Traduire a l'aide de quantificateurs la propriété suivante : “la
fonction f ne tend pas vers l quand x tend vers xg.”

En déduire que la fonction f(z) = sin(L) ne tend pas vers 0 quand z tend
vers 0.

Exercice 2.1.3 Soient f : I — R et g € I. On suppose que lim,_,, f(z) =1
et I #0. Montrer qu’il existe § > 0 tel que

Vo €zg — 0,9 + 0[N, f(z) # 0.

Proposition 2.1.2 (Propriétés élémentaires) Soient f: I - Retg: 1 —
R deux fonctions et xg € I. On suppose que limy ., f(x) =11 et limy_4, g(x) =
la. On a les résultats suivants :

Z) me—»xo (f + 9)@) = ll + 12
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Z’L) hmx—»wo (fg)(if) = 1112

1) Supposons que la # 0, alors la fonction g est bien définie pour x proche

de xg et on a me%m(%)(m) = %

Preuve. Preuve de i) On se donne € > 0. Il existe a > 0 et § > 0 tels que
|z —zo| < oo = |f(z) —l1]| < €/2 et |z —x0] < B=|g(x) — 2] <€/2.
Soit v = min(a, 3), alors v > 0. Supposons que z € I vérifie |x — x| < . Alors
() + 9(a) — (h + L) < |f(@) — | +lg(z) — bl < /2 4+ ¢/2= €. (2.4)
Ceci montre que limy ., (f + g)(z) =11 + la.

Preuve de ii) On se donne e > 0. On définit €; = €5 = min(,/, T m)
Alors, il existe a; > 0 et ae > 0 tels que

|z —zo| < on = |f(x) —l1| < €1 et |z — 20| < ax = |g(z) — 2| < €2.
Soit v = min(a, B), alors v > 0. Supposons que z € I vérifie |x — x| < . Alors

|f(x)g(z) — lil2] = [g(z)(f(x) — L) + Li(g(z) —12)]
<lg(x) = Ll f(x) = Ll + [l2[|f(2) = l] + [l1]lg(z) — l2| (2.5)
<erea+laer +liea <€

grace aux choix fait pour €1, €s.
Preuve de iii) Le fait que L est bien définie pres de x( est une conséquence
de 'exercice 2.1.3. Le reste de la preuve est laissé en exercice. ([

Corollaire 2.1.1 Soit f : R — R une fonction polynomiale (c’est a dire f(x) =
Zﬁ:o arx®). Soit xo € R. Alors

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Preuve. Soit f une polynoémiale. Elle peut s’ecrire f = szvzo fx avec fy(x) =
apx®. D’apres le i) de la proposition 2.1.2, il suffit donc de montrer que pour
tout k € N, on a bien
lim 2% = 2§ (2.6)
r—x0
Or, on a évidemment lim,_,,, * = zg, de sorte que (2.6) est une conséquence
immédiate du #i) de la proposition 2.1.2. O

Exemple 2.1.3 Soit f : R — R définie par f(z) = =z — 2 + m Alors
1imm_,1 f(x) = —%

Preuve. En effet, lim, .1 2% + 2 + 1 = 3 donc (d’apres iii)) lim,_; ﬁ = %
Comme par ailleurs lim,_,;  — 2 = —1 on obtient le résultat annoncé en ajou-
tant les deux limites (d’apres i)). O
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Proposition 2.1.3 (Composition) Soient f: I - Retg:J —>R oul et J
sont deuz intervalles. On suppose que f(I) C J de sorte que go f est bien définie.
On suppose qu’il existe zg € I,yo € J et | € R tels que lim,_., f(z) = yo,
limy ., g(y) = 1. Alors limg_,,(go f)(z) =1.

Preuve. Soit € > 0. Comme g tend vers [ lorsque y tend vers yq, il existe a > 0
tel que
Yy € JNlyo — a,yo +af, g(y) — | <e. (2.7)

De méme comme f tend vers yo lorsque z tend vers xg, en appliquant la
définition de la limite ” avec € = «”, on peut affirmer qu’il existe § > 0 tel que

Vo € INjzg — 6,0 + 6], |f(z) —yo| < c. (2.8)
Autrement dit,
Vo € INjzg — 6,20 + 9], f(x) Elyo — o, yo + af. (2.9)
Comme f(I) C J, quel que soit = € IN|xzg — d,x0 + ¢, on a
y:=f(z) € JNlyo — .50 + al.

Par conséquent en appliquant (2.7), on obtient |g(y) — I| < €. En résumé, on
vient de prouver que

Vo € INjxg — §, 20 + 6, g(f(z)) =1 <e

ce qui acheve la démonstration. O

Exemple 2.1.4 Soit f(z) = (z — 2)3 — m pour tout x € R. Alors

limy 3 f(z) = 3.

Preuve. En effet f(z) = go h(z) avec h(z) = 2 — 2 et g(y) = y> — # Or
lim, 3 h(z) = 1 et lim,_; g(y) = 3. Le résultat découle donc de la proposition
précédente. O

Proposition 2.1.4 Soient f, g, h trois fonctions de I dans R. Soient xo € I et
l € R. On suppose que

Ve eI, g(x) < f(x) < h(x)

et
lim g(x) =1= lim h(z).
T—x0 T—x0
Alors,
lim f(z) =1
x—xT(

Preuve. Soit € > 0. Comme lim,_,, g(x) = [, alors

36" >0, Ve el, (Jr — x| <8 =1 —€ < g(x)).
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Comme lim,_.,, h(z) =1, alors
36" >0, Vz € I, (|Jx — x| < 8" = h(z) <l+e).

Soit & = min(¢’,§”). Supposons que x € I vérifie |x — xo| < §. En utilisant les
deux assertions ci dessus et le fait que g(x) < f(x) < h(z), il vient

l—e<g(z)< f(x) <hlz)<l+e

D'ou |f(z) — 1] <e. O

2.1.2 Limites infinies

On se donne f : I — R et 29 € I. On veut formaliser ’énoncé suivant :
"lorsque z se rapproche de z la valeur de f(x) devient de plus en plus grande.”

Définition 2.1.2 On dit que f tend vers +oo quand x tend vers xq si :
VM eR",36 >0, tqVo €1, |z — x0| < 6 = f(z) > M) (2.10)

Dans ce cas on note lim,_,,, f(z) = +oo.
On dira que f tend vers —oo quand x tend vers xg si :

VM eRT,36 >0, tgVr €I, (Jx — 20| < 0 = f(z) < —M) (2.11)
Dans ce cas on note limy_, ., f(z) = —oc0.
f(x)

Fonction ayant une limite infinie en un point

Remarque 2.1.3 Dans la définition précédente, il faut comprendre M comme
une valeur minimale pour f(x) quand x est proche de xo. En d’autres termes, la
définition (2.10) affirme que f(x) peut étre rendu aussi grand que voulu (c.a.d.
plus grand que M ), pourvu que x soit proche de xqy (c.a.d. |x — xo| < §).
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Remarque 2.1.4 1[I est évident que

lim f(z) = —o00 <= lim (—f(z)) = +o0.

T—xo T—xo

Exercice 2.1.4 Soit f la fonction définie sur]1,+o0| par f(x) = —=. Montrer
que lim,_; f(x) = +oc0.

Exercice 2.1.5 Soit f la fonction définie sur R\ {1} par f(z) = —L=. Montrer
que f n’a pas de limite en 1. Comparer d [’exercice précédent.

Définition 2.1.3 Soit f: I — R.
— On dit que f est majorée sur I si

IM eR,Vx €1, f(z) < M.
— On dit que f est minorée sur I si

ImeR, Ve el, f(x) >m.
— On dit que f est bornée sur I si

dM >0,Vx eI, |f(z)] < M.

Remarque 2.1.5 Une fonction est bornée si et seulement si elle est majorée
et minorée.

Exercice 2.1.6 Soit [ définie par f(x) = %ﬂ Montrer que f est bornée sur

RT. Montrer que f n'est pas bornée sur | — 1, +o0].

Proposition 2.1.5 Soient f : [ — R et g : I — R deuz fonctions. Soit
xo € I. On suppose que lim,_,,, f(z) = +00 et que g est minorée sur I alors
limg ., (f + g)(z) = +o0.

Preuve. On doit montrer que
VM eR,30 >0,Ve e, (|t —xo] < = (f+9g)(x) > M). (2.12)

Soit M € R quelconque. Comme g est minorée, il existe A € R tel que pour tout
xz €1, g(x) > A. Par ailleurs, comme lim,_,,, f(z) = +00, on sait que

VReR,3 >0,V €I, (|x — 20| < = f(z) > R). (2.13)
En appliquant cette propriété avec R = M — A, on trouve § > 0 tel que pour
tout x € INjzg — 0,29 + d[ on a f(z) > M — A. On en déduit que pour tout
x € INJzg — 0,9 + [, on a

(f+g)(a)>M—A+A= M.
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2.1.3 Limites en ’infini

On veut formaliser la notion suivante : "lorsque x devient de plus en plus
grand, f(z) prend des valeurs de plus en plus proches d’'une valeur [ fixée”.

Définition 2.1.4 Soient a € R, 1 € R et f : (a,+o0[— R. On dit que f tend
vers | lorsque  tend vers plus Uinfini (noté limg,_, 4o f(z) =1) si

Ve>0,IM e R, Vo > M, |f(z) — 1| < e (2.14)
On dit que f tend versl lorsque x tend vers moins l'infini (notélim,_, _ f(x) =

1) si
Ve>0,IM e R, Ve < M, |f(z) =] <e (2.15)

I + €

l—¢

Fonction ayant une limite en plus l’infini

Remarque 2.1.6 Dans la définition précédente, il faut comprendre M comme
une valeur de x a partir de laquelle on est certain que f(x) sera proche de l.

Exercice 2.1.7 Soit f : R — R définie par f(x) = H% Montrer que f tend
vers 0 en £oo.

Exercice 2.1.8 Soit f : R — R une fonction et g : R — R définie par

Ve e R, g(x) = f(—x).

Montrer que

lim f(z) =1+ 1irJrrl glx) =1.
Définition 2.1.5 Soient a € R et f : (a,+oo[— R. On dit que f tend vers
+o00 (resp. —o0) lorsque x tend vers Uinfini (noté lim,_ 4 f(x) = 400, resp.
lim, 400 f(z) = —00 ) si

VM eR,JA € R, Va > A, f(x) > M (resp. f(z) < M) (2.16)
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Exercice 2.1.9 Donner une bonne définition de : lim,_,_ f(z) = £oo.

Exercice 2.1.10 Soit f : R — R définie par f(x) = xsin(x). Montrer que f
n’est pas bornée. Montrer que f n’a pas de limite en l'infini.

Proposition 2.1.6 (Propriétés élémentaires) Soient [ : (a,+oo[— R et g:
(a, +oo[— R deux fonctions. On suppose quelimg_ oo f(z) =11 etlimy 4o g(z) =
la. On a les résultats suivants :

i) limg— oo (f +9)(z) =11 + 1o

1) limg,— 100 (fg)(x) = l1l2

1) Supposons que lo # 0, alors la fonction g est bien définie pour x assez

grand et on a 1immé+oo(§)(x) = %

Preuve. C’est une variation de la preuve de la proposition 2.1.2 Il

Exemple 2.1.5 Soit f(x) = 5;:;1”;21 pour x > 0. Alors, lim,— 1o f(z) = 5.

Preuve. En effet,

CPGrL-L) A
M0 ==5e+D =~ hw

avec fi(z) =5+ 5 — & et fo(z) =2+ 1.
Or lim, oo f1(z) = 5 et lim, 4 o0 fo(z) = 2. Par suite, lim, 4o f(2) = 5.
O

Proposition 2.1.7 Soient f : (a,+oco[— R et g : (a,+00[— R deuzx fonctions.
On suppose que lim,_, 4 f(x) = 400 et que g est minorée. Alors

lim (f +g)(z) = +oc.

xr——400

Preuve. Soit M € R. Comme g est minorée, il existe m € R tel que
Vz € (a,400[, g(z) > m.

Comme lim,_, 4o f(z) = +00, il existe A > a tel que Vo > A, f(z) > M —m.
Par suite,
Ve > A, (f+g) () >M—m+m=M.

U
Corollaire 2.1.2 Soient f : (a,4+00[— R et g : (a,+oo[— R deux fonctions.
On suppose que lim,_, 4o f(x) = 400 et limy_ 4o g(x) = +o00. Alors

lim (f+g)(x) = +o0.

r——+00
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Preuve. 11 suffit de vérifier qu'une fonction tendant vers +o0o quand = tend vers
400 est nécessairement minorée pour x assez grand. U

Exemple 2.1.6 La fonction f(x) = x? + sin(x) vérifie lim,_. o f(x) = +o0.

Remarque 2.1.7 Attention, il n’y a pas de régle quand on retranche des limites
infinies. Par exemple on a

lim =400, lim 2%2=+c0, lim z—1=+00

xr——+00 r——+00 xr——+00

et
lim (22 —z) =400, lim z—(z—1)=1.

r——+00 r——+00

Proposition 2.1.8 Soient f, g, h trois fonction de (a,+oo| a valeurs dans R et
soit I € R. On suppose que

V€ (a,+00], g(z) < f(x) < h(z)

et
li == lim h(z).
Jm g(z) Jim h(z)
Alors
li =1
Jm  f(z)
Preuve. La démonstration est similaire a celle de la proposition 2.1.4. ([

2.1.4 Passage a la limite dans les inégalités

Proposition 2.1.9 Soit f : I — R une application. On suppose qu’il existe
xo €1 etl €R tels que lim,_,, f(x) = 1.

i) Supposons qu’il existe m € R tel que VY € I, f(x) > m. Alors 1 > m.

ii) Supposons qu’il existe M € R tel que Vx € I, f(x) < M. Alors 1 < M.

: . 3 . ong ¢ — m=l1
Preuve. Preuve de i) On suppose par 'absurde que I < m. Posons € = = > 0.

Par définition de la limite, il existe § > 0 tel que
Vo € IN|zg — 6,20 + 0[, |f(z) =] <e.

En particulier, on a pour tout z € INjxg — d, o + d],

m+1
fl@) <l+e=—— <,
ce qui contredit la définition de m.
Preuve de ii) Identique. Laissée en exercice. (]

Remarque 2.1.8 [l n’y a pas de théoreme analogue avec des inégalités strictes.
Pour s’en rendre compte, il suffit de prendre f(x) = x pour x €]0,1[. On a bien
f(x) > 0 pour tout x €]0, 1[ mais limy_,o f(x) = 0.
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Proposition 2.1.10 Soit I = (a,+oo[ (ou | — o0,b)). Soit f : I — R une
application. On suppose qu’il existe | € R tels que lim,_ 1o f(x) = 1.

— Supposons qu’il existe m € R tel que Va € I, f(x) > m. Alors 1 > m.

— Supposons qu’il existe M € R tel que Va € I, f(x) < M. Alors 1 < M.

Preuve. La démonstration est identique a celle de la Proposition 2.1.9. (]

2.1.5 Limite a gauche et a droite

Pour illuster le propos de cette partie, commencons par I’étude d’un exemple.
Soit f:] —1,1[— R définie par f(z) =z +1siz <0et f(z) =2z —1siz>0.
Alors f n’a pas de limite lorsque = tend vers 0. En effet,pour tout n € N*
f(1/n) =—-1+1/net f(—=1/n) = 1—1/n. Donc pour n grand f(1/n) s’approche
de —1, alors que f(—1/n) s’approche de 1.

En fait il est possible démontrer que si 'on considére seulement les valeurs
positives de x, alors f(x) tend vers —1 quand z tend vers 0. De méme, si 'on
considére seulement les valeurs négatives de x, alors f(x) tend vers 1 quand x
tend vers 0.

Ceci nous pousse a introduire les définitions suivantes.

Définition 2.1.6 Soit f: I — R une fonction et J C I. On appelle restriction
de f a J la fonction fy:J — R définie par

Ve e J, fli(x) = f(z).

Remarque 2.1.9 La restriction de f a J n’est rien d’autre que la fonction f
ou l'on autorise x a ne parcourir que J.

Exemple 2.1.7 Soit f : [~1,1] — R définie par f(z) = 2% siz >0 et f(z) =
—x? six # 0. Soit J = [0,1], alors fio,1) est la fonction fioq : [0,1] — R
définie par fijo,1)(x) = x* pour tout x € [0,1].

Définition 2.1.7 Soit f :]a,b[— R une fonction et xo €]a,b[. Soit | € RU
{+o0} U {—00}. On dira que f tend vers | lorsque x tend vers xo & gauche
(ou par valeurs inferieures) si limg .z, fja,z0[(¥) = I. Dans ce cas, on note
limy, gy m<a f(x) =1 (0u hmm—mca flx)y=1).

On dira f tend vers | lorsque x tend vers xg a droite (ou par valeurs super-
ieures) si limy o fzp((x) = I. Dans ce cas, on note limy .z 2>z, f(x) =1

(ou lim,, ¢ flx)=1).

Remarque 2.1.10 On peut traduire cette définition avec des €. Par exemple,
stl € R, alors lim,_ - f(z) =1 si et seulement si

Ve >0, 30 > 0, Va €]zo — d,20[, |f(x) =] <e.
On peut faire de méme avec les limites infinies.

Exemple 2.1.8 Soit f : R — R définie par f(x) = % six # 0 et f(0) = 0.
Alors
lim f(z) =—-oc0 et lim f(z)=4oc.

z—0— z—07t
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Exemple 2.1.9 Soit f : R — R définie par f(z) = sin((1/z) si x > 0 et
f(z) = zsin(l/x) sixz < 0. Alors

lim f(z)=0

r—0~

mais [ n’a pas de limite en 0 par valeurs superieures.
Proposition 2.1.11 Soit f :]a,b[— R et xo €]a,b]. Alors

lim f(z)=1<= f(zo) =1, lim f(z)=1et lim f(z)=1I.

T—T0 T—xTy T—>Tar

Preuve. Découper en morceaux. U

2.2 Cas des suites

Une suite numérique u est une application de I’ensemble des entiers naturels
N valeurs dans R. Cela peut aussi étre vu comme une "collection ” de nombres
réels indéxée par N. On note u = (uy, )nen une telle collection. Cela signifie que
le premier élément de la collection est uq, le second us, etc.

Définition 2.2.1 (Opérations élémentaires)Soient u = (up)neny €t v =
(Un)nen deuz suites numériques.

i) On définit la suite w = u+ v par Vn € N, w, = up + vy,
it) On définit la suite w = u.v par Vn € N, w, = uy,.vy,.
i) On suppose que ¥n € N, v, # 0. On définit la suite w = 2 par Vn €

— Un
N,wn—vn,

Remarque 2.2.1 Si on sait seulement que v, # 0 pour n > ng pour un certain
ng (par exemple ng = 34), il est possible de définir la suite quotient pour des
indices superieurs a ng.On note cette suite (7 )p>n, -

2.2.1 Limite finie

On veut donner une définition précise de la notion suivante : ”les termes de
la suite associés a des entiers de plus en plus grands sont de plus en plus proches
d’une valeur fixe.”

Définition 2.2.2 Soient u = (uy)nen une suite numérique et l € R. On dit que
la suite (up)nen converge vers l quand n tend vers infini si :

Ve>0,dIN e N, Vn > N |u, — | <e (2.17)
Dans ce cas on note lim, 4 oo uy = 1[.

Exercice 2.2.1 Montrer que (un)nen tend vers | quand n tend vers linfini dans
les cas suivants :

1. un:2—|—%etl:2.
2 up, =2+ 3 etl=2.

n2
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8 oup=/4+ L etl=2

Exercice 2.2.2 Soit (u,)nen une suite convergeant vers un réel l. On suppose
que I # 0. Montrer qu’il existe un entier N € N tel que

Yn > N, u, #0 (2.18)

Proposition 2.2.1 Soit (u,)nen une suite convergeante vers une limite | € R.
Alors cette limite est unique.

Preuve. Identique a la preuve de la proposition 2.1.1. O

Définition 2.2.3 Soit u = (un)nen une suite numérique.
— On dit que u est magjorée si

IM e R, Vn €N, u, < M.
— On dit que u est minorée si

dm e R, Vn € N, u,, > m.
— On dit que u est bornée si

dM > 0,Vn €N, |u,| < M.

Exercice 2.2.3 Montrer que toute suite ayant une limite finie est nécessaire-
ment bornée. Montrer que la réciproque est fausse.

Proposition 2.2.2 (Propriétés élémentaires) Soient (up)nen €t (Un)nen
deuz suites numériques. On suppose que limg, 1o uy, =1y et limy, 4o vy = lo.
On a les résultats suivants :

Z) hmn*,Jroo(Un + Un) = 11 + 12

1) limy, oo (Unvy) = lila

i) Sily # 0 alors limy, 4o (3*) b

Iz

Preuve. Copier la preuve de la proposition 2.1.6. ([

Proposition 2.2.3 Soit f: [ — R et 29 € I. Soit (un)nen une suite telle que
Vn € N, u,, € I. On suppose en outre que lim,_,,, f(x) =1 et lim,— 40 U, = xg.
Alors la suite (vy,) définie par v, = f(u,) vérifie

lim v, =1.
n—-+oo

Preuve. Soit € > 0. Comme lim,_,5, f(z) =1, il existe § > 0 tel que
@ — 20| < § = |(2) — f(o)| < e.
Par ailleurs, comme lim,,_, { o u,, = o, il existe ng tel que
Y > ng, |un, — xo| < 9.
En combinant ces deux propriétés, il vient
Y > ng, |f(un) —1] <e.

Ceci montre bien que lim,,_, o v, = I. O
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Corollaire 2.2.1 Soit f : I — R et (un)nen une suite définie par up € R et
Unt1 = f(un). On suppose que lim, 1 oo uy, = 1 et im,_,; f(x) existe. Alors

) =1.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoreme de composition des li-
mites et de I'unicité de la limite. (]

Exercice 2.2.4 Calculer lim,,—, 1 (2 + 5/n)? et lim,—,

Proposition 2.2.4 Soient (un)neN, (Vn)nen €t (W )nen trois suites numériques
et soit I € R. On suppose que qu’il existe ng € N tel que

Vn > ng, vp < Up < Wy

et
lim v, =[0= lim w,
n—-+oo n—-+oo
Alors
lim w, =1
n—-+4oo
Preuve. La démonstration est similaire a celle de la proposition 2.1.4. (]

2.2.2 Limite infinie

Définition 2.2.4 Soit (uy,)nen une suite numérique. On dit que (up)nen tend
vers plus Uinfini quand n tend vers Uinfini (noté lim,,_, 4 oo Uy, = +00) si

VM >0,3N €N, VYn > N, u, > M.

On dit que (un)nen tend vers moins Uinfini quand n tend vers linfini (noté
limy,— 4 oo Up, = —00) 8@

VM >0,dN e N, Vn > N, u,, < —M.
Exercice 2.2.5 Montrer que u, tend vers plus l'infini dans les cas suivants :

n?—1

un:n3—|—1, unan—n, Uy = ——, U
n-+2

n =N+ cos(n).

Proposition 2.2.5 (Propriétés élémentaires) Soient (up)nen €t (Vn)nen
deuz suites numériques. On suppose que lim,_, 4 Uy, = +00. On a les résultats
suivants :

i) Si vy, est minorée alors limy, 4 o (u, + vy,) = +00.
it) imy,— 4 oo (—uy,) = —00
1) Pour tout A > 0, on a lim,_ o Au, = +00.
iv) limnHJroo(%) =0

v) Siv, >0,Vn €N et lim,_, 4 v, =0 alors limnHJroo(Ui) = +o00
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Preuve. Preuve de i) Elle est tres proche de la preuve de la proposition
2.1.7. Soit M € R. Comme (v,,) est minorée, il existe m € R tel que

vn €N, v, > m.
Par ailleurs, comme lim,,_, o u, = +00, il existe N € N tel que
Vn > N, up, > M —m.
En combinant ces deux propriétés, il vient
Yn>N, up+v,>M—m+m=DM.

Comme on a choisi M arbitrairement, ceci prouve bien que lim,,—, + o0 (tn, +v5,) =
+00.

Preuve de ii) C’est évident.

Preuve de iii) Soit A > 0 et fixons M € R, arbitrairement. Comme
limy, 400 Un = 400, il existe NV € N tel que

M
vn2N7 UWET

Comme A > 0 on peut multiplier cette inégalité par A sans changer le sens des
inégalités. Par conséquent,

M
VYn > N, /\u"Z/\T = M.

Comme on a choisi M arbitrairement, ceci prouve bien que lim,,_, oo A, = +00.
O

2.2.3 Monotonie et limite

Définition 2.2.5 Soit (up)nen une suite numérique. On dit que (Up)nen est
croissante si
VpeN,Vge N, (p < qg= up < uy).

On dit que (un)nen est décroissante si
VpeN,VgeN, (p < q = up > uy).

Remarque 2.2.2 La définition ci dessus est une simple écriture que la suite
(urn) vue comme une fonction de N dans R est une fonction croissante (ou
décroissante).

Proposition 2.2.6 Soit (up)nen une suite numérique. On a les resultats sui-
vants :

1. (un)nen est croissante ssi
Vn € Nyupy1 > up.
2. (un)nen est décroissante ssi

Vn € Nyupt1 < up.
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Preuve. Un sens de l’équivalence est trivial. Une simple réccurence permet de
montrer Uautre sens. O

Exemple 2.2.1 La suite (up)nen définie par u, = n? est croissante. La suite
(Un)nen définie par v, = n+_1 est décroissante.
Théoréme 2.2.1 Soit (up)nen une suite croissante. On suppose que (Un)neN
est majorée. Alors, (up)nen admet une limite quand n tend vers linfini.

De méme, si (un)nen une suite décroissante et minorée. Alors, (un)nen
admet une limite quand n tend vers linfini.

Preuve. (hors programme) Considérons 1’ensemble
U = {un, n € N}

Comme la suite (uy,)nen est bornée, c’est une sous partie non vide et majorée
de R. Donc elle possede une borne superieure. Soit I = sup U. Montrons que
(up,) tend vers [.

Soit € > 0. Par définition de la borne supérieure, il existe ng € N, tel que
Upg > L — €. Or, (uy) étant croissante, on a w, > u,, pour tout n > ng. Par
suite,

Vn > ng,u, > 1 —e€.

Par ailleurs, par définition de [, on a u,, <[ pour tout n € N. Par conséquent,
Yn > no, |u, — 1] <€,

ce qui acheve la démonstration. O

Exercice 2.2.6 Soit b > 1 et (up)nen la suite définie par u, = b™. Montrer
que (uy,) est croissante et tend vers linfini quand n tend vers linfini.

Exercice 2.2.7 Soient a > 1 et k € N fizés et soit (un)nen la suite définie par

_ a”
Up = 77 -

Un+1 > a+1
Uy — 2 °

1. Montrer qu’il existe ng tel que pour tout n > ng,
2. En déduire que pour tout n > ng, Uy > Up, ()"0

3. Déduire de l’exercice précédent que lim,_, ;o0 Uy = +00.

2.2.4 Critere de Cauchy

Définition 2.2.6 Soit (u,)nen une suite numérique. On dit que la suite (uy,)
vérifie le critére de Cauchy (ou encore “(u,,) est de Cauchy”) si

Ve >0, INeN, Vn > N,Vm > N, |u, — up| <e.

Proposition 2.2.7 Soit (up)nen une suite numériqgue. On suppose que (uy,)
posséde une limite. Alors (uy,) est de Cauchy.
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Preuve. Soit I € R la limite de la suite. Donnons nous ¢ > 0 arbitraire.
Comme (u,) converge vers [, il existe N € N tel que

€
5"
Soient n € N et m € N tels que n > N et m > N. Alors

Vn > N, |u, — 1] <

€

2

|un—um|§|un—l|+|um—l|<§+ =

Ceci montre que la suite (uy)nen est bien de Cauchy. O

Théoréme 2.2.2 Soit (up)nen une suite numérique. On suppose que (u,) est
de Cauchy. Alors, (u,) posséde une limite.

Preuve. Admis. O

Remarque 2.2.3 Le théoréme précédent est trés puissant. En effet, contraire-
ment a la définition de la convergence, le critére de Cauchy peut se formuler sans
connaitre la limite éventuelle de la suite considérée. Ainsi, on pourra montrer
qu’une suite est convergeante sans connaitre exactement la valeur de sa limite.



28

CHAPITRE 2. NOTION DE LIMITE



Chapitre 3

Continuité et dérivabilité
des fonctions numériques

Dans ce chapitre on reprend les notations précédentes.

3.1 Rappels sur les fonctions

3.1.1 Injectivité, surjectivité

Soient X et Y deux ensembles et f : X — Y une application.
Définition 3.1.1 On dit que f est injective si
Vo e XVa' € X, (f(z) = f(2') = o =1').
On dit que f est surjective si
VyeVY,dx e X, f(z) =y.
On dit que f est bijective si elle est A la fois injective et surjective.

Proposition 3.1.1 Une application f: X — Y est injective ssi

Ve e X, V' € X, (z # 2 = f(x) # f(2')).

Preuve. Les deux formulations sont équivalents car I'une est la contraposée de

lautre.

Dans toute la suite, on notera Idx : X — X l'application identité sur X (i.e.
Idx(z) =z, Yz € X) et Idy : Y — Y Papplication identité sur Y. Lorsqu’il
n’y aura pas d’ambiguité sur I’ensemble X, on otera Id a la place de Idx.

Proposition 3.1.2 Soit f : X — Y une application bijective, alors il existe
une unique application g :' Y — X telle que go f = Idx et fog = Idy. Cette

application s’appelle Uapplication réciproque de f et se note f~1.

29
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Preuve. Commencons par définir f~!: Y — X. Etant donné y € Y, la fonction
f étant surjective, il existe z € X tel que f(x) = y. De plus, f étant injective,

cet élément x est unique (si x et x' vérifient f(x) = y et f(2') = y alors
f(z) = f(«), donc z = 2’). On pose

iy =2
On a alors

ce qui prouve fo f~! = Idy.
Par ailleurs,

FUHf @) = f(a), Vo € X.

Comme f est injective, on en déduit que f~1(f(z)) = z, ce qui montre que
f~tof=TIdx. O

3.1.2 Monotonie
Soient I et J deux intervalles de R. Soit f: 1 — J.
Définition 3.1.2 On dit f est croissante si
Ve el, (r<y= fx) < f()):

On dit f est strictement croissante si

Vo,yel, (x <y= f(z) < f(y))

On dit f est décroissante si

Vo,yel, (x <y = f(z) 2 f(y))
On dit f est strictement croissante si

Vo,y €l (x <y= f(z)> f(y))

On dit que f est monotone si elle est croissante ou bien décroissante. On
dit que f est strictement monotone si elle est strictement croissante ou bien
strictement décroissante.

Exemple 3.1.1 L’application f : R — R définie par f(x) = 1, Vz € R est
croissante, mais elle n’est pas strictement croissante.

L application f : R — R définie par f(x) = x3 est strictement croissante.

L application f : R — R définie par f(x) = x® n'est ni croissante, ni dé-
croissante.

Proposition 3.1.3 Soit I — J une application strictement monotone. Alors f
est injective.

Preuve. Quitte & remplacer f par —f, on peut supposer que f est strictement
croissante. Soient x,y € I tels que x # y. On peut supposer que z < y. Comme
f est strictement croissante, alors f(z) < f(y). Donc f(z) # f(y). O
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3.2 Continuité

3.2.1 Propriétés élémentaires

Définition 3.2.1 Soient f: I — R et xg € I. On dit que f est continue en xq
st limg g, f(x) = f(z0).

Remarque 3.2.1 En reprenant les définitions du chapitre précédent, il est fa-
cile de voir que f est continue en xq si et seulement si

Ve > 0,30 >0,Vx €I, (|Jzr — zo| < d = |f(z) — f(z0)| < ¢€).

Exemple 3.2.1 Soit f : R — R définie par f(x) = x2. Alors f est continue en
1.

Proposition 3.2.1 (Propriétés élémentaires) Soient f: I - R et g: 1 —
R deux fonctions et xo € I. On suppose que f et g sont continues en xg. On a
les résultats suivants :

i) f+ g est continue en xg.
it) Pour tout A € R, Af est continue en xo.

1i) f.g est continue en xg

iv) Supposons que g(xg) # 0, alors la fonction g est bien définie pour x proche

de xo . De plus elle est continue en xg.

Preuve. Par hypothese on a :

lim f(z) = f(zo) et lim g(z) = g(zo)

T—T0 T—x0

et on doit montrer que

lim (f + g)(z) = f(z0) + g(w0),

Jim Af(z) = Af (o)
Jim (fg)(@) = f(wo)g (o).

Toutes ces identités sont des conséquences immédiates de la Proposition 2.1.2. [J

Définition 3.2.2 Soient f : [ — R. On dit que f est continue sur I si pour
tout xg € I, f est continue en xg.

Les fonctions continues sont trés nombreuses. Un exemple simple et fonda-
mental de fonctions continues est donné par les fonctions polynomiales. Une
fonction polynomiale est une fonction de la forme f(x) = ap+ayz+...+ayz’,

ou N est un entier fixé (le degré du polynome) et ag, ..., ay sont des réels.

Proposition 3.2.2 Soit f : I — R une fonction polynomiale. Alors f est conti-
nue sur I.
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Preuve. Commencons par traiter le cas particulier suivant. Pour k € N, on
définit fy, : I — R par fi(z) = z*.

Sik =0, fo(z) = 1 pour tout = € I. Par conséquent on a bien lim,_,,, f(z) =
1= f(x0) quel que soit zp € I.

Sik =1, fi(x) = = pour tout € I. Etant donné zo € I et ¢ > 0, on
a |f(x) — f(zo)] = |z — zo| < € dés que |z — zg] < €. Ceci montre que f; est
continue.

Pour traiter le cas général, on fixe Kk € N et on constate que fr(z) =
fi(x).f1(z) ... fi(x). En appliquant la propriété iii) de la proposition 3.2.1, il
est clair que chaque fonction fj est continue sur I.

Traitons maintenant le cas général. Soit f : I — R une fonction polynomiale.
Il existe des constantes ao, ..., an, telles que

N
Veel, f(z) = Zakxk.
k=0

Par suite f = Zivzo ai fr. En appliquant le i) et le ii) de la proposition 3.2.1,
on obtient le fait que f est coninue.
O

Exemple 3.2.2 Soit f : R — R définie par f(z) =0 siz <0 et f(x) =z si
x> 0. Alors f est continue sur R.

Preuve. Sur | — 00, 0[ et ]0,400[, f est définie par une expression polynomiale.
Donc elle est continue sur R\ {0}.

Il reste & montrer que f est continue en 0. Soit ¢ > 0. Posons § = € et
supposons |z — 0] < 4. Alors

[f(z) = FO)] = [f(2)] < |=]

car f(z) =xsiz >0et f(xr) =0siz <0. Comme |z] < J =€, on en déduit
|f(z) — f(0)] <€, ce qui prouve la continuité de f en 0. O

Proposition 3.2.3 Soient I, J, K trois intervalles et f : I — J etg:J — K
deuz applications continues. Alors, g o f est continue.

Preuve. Soit zp € I. On doit montrer que lim,_,,, g o f(x) = g o f(xo). Or,
f et g étant continue, on a

lim f(z) = f(zo) et lim g(y) =go f(zo).

a0 y—f(zo0)

11 découle donc de la Proposition 2.1.3 que lim,_,,, g o f(z) = g o f(zo). O

3.2.2 Théoréme de la valeur intermédiaire

Théoréme 3.2.1 Soit f: I — R une application coninue. Soient a,b € I tels
que a < b et soit y € R. On suppose que f(a) <y < f(b). Alors il existe ¢ € [a, D]

tel que f(c) =vy.
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Preuve. La preuve consiste a implementer la méthode dite de la dichotomie.
Quitte & considerer la fonction z — f(x) — y, on peut supposer y = 0. On a
donc f(a) <0 < f(b) et on cherche ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.
On va construire par récurrence deux suites (an)nen et (bn)nen telles que

(an) est croissante et f(an,) <0 (3.1)
(bn) est décroissante et f(b,) >0 (3.2)
Yn eN,a, <b, et b, —a, <(b—a)2™" (3.3)

On commence par poser ag = a et bg = b. On définit a; et b; de la maniere
suivante. On calcule z = f(2F2).

Siz=0, onposealzblzao—;rbo.

Si z > 0, on pose a; = ag et blzao—;bo.

Si z < 0, on pose a; = “042'}'0 et by = bg.

On remarque qu’on a bien ag < a; < by < by dans tous les cas. De plus, par
construction on by —a; =0siz=0et by —a; = bogao siz#0.

Supposons maintenant que ag, . .., ay et by, ..., b, satisfaisant (3.1), (3.2) et
(3.3) ont é;)té construits. On va définir a,+1 et b,11 de maniere suivante. Soit
2= f(oaghn).

Si z=0, on pose Gnp4+1 = bpt1 =

Qn+by
Rt

Si z > 0, on pose Gn4+1 = Ay €t by = ““TM”.

Siz < 0, on pose Gp4+1 = % et bpt1 = by

On vérifie alors que an4+1 et b,y1 satisont les propriétés (3.1), (3.2) et (3.3).

Nous allons maintenant montrer que les suites (@, )nen €t (bn)nen convergent
vers une limite commune. Pour cela il suffit de remarquer que (a,,) est croissant
et majorée par by, donc elle converge vers une limite ¢, € R. De méme, (b,) est
décroissante et minorée par ag, donc elle converge vers une limite ¢, € R.

De plus, a,, — b, tend vers 0 quand n tend vers l'infini (car 0 < b, — a, <
(b —a)2™™). Par suite, £y = £p.

On pose c =L, = L.

Comme f est continue, on a lim,_, 4 f(an) = f(c). Comme f(a,) < 0 pour
tout n € N alors f(c) < 0.

De méme, lim,,—, 4 f(bn) = f(c) et comme f(b,) > 0 pour tout n € N alors
f(c) >0.

On en déduit donc que f(c) = 0.

O

Remarque 3.2.2 Le résultat précédent est faux si la fonction n’est pas conti-
nue. Par exemple, pour f : R — R définie par f(x) =0 sixz #0 et f(z) =1 si
x > 0, il nexiste pas de ¢ € R tel que f(c) = %

Proposition 3.2.4 Soit I = [a,b] et f : I — R une application continue et
strictement monotone sur I. Alors f est bijective de I sur [f(a), f(b)].

Preuve. La stricte monotonie de f montre que f est injective. Pour montrer
que f est surjective, on peut supposer que f est strictement croissante.

On se donne y € [f(a), f(D)]. Le théoréme de la valeur intermédiaire montre
qu’il exiset ¢ € [a, b] tel que f(c) = y. Par suite f est bien surjective. (Il
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3.2.3 Notion d’extremum

Dans cette partie les fonctions considérées ne sont pas nécessairement conti-
nues.

Définition 3.2.3 Soit f : I — R une application. On dit que f a un mazimum
global sur I si :

Jug € I, Vo €1, f(z) < f(xo).

Dans ce cas, le nombre f(xo) est appelé maximum de f sur I et noté max,cr f(x).
On dit que f a un minimum global sur I si :

Jug € I, Vo €1, f(x) > f(xo).

Dans ce cas, le nombre f(xo) est appelé minimum de f sur I et noté min, ey f(z).

Remarque 3.2.3 Si f a un mazximum, sa valeur M est unique. Par contre le
point xog ou cette valeur est atteinte n’est pas unique. Par exemple, sur R la
fonction sin(x) admet 1 pour mazimum, qui est atteint en 5 + 27ZZ.

On appelle extremum un maximum ou un minimum.

Définition 3.2.4 Soit f : I — R une application et soit xg € I. On dit que f
a un maximum local en xq St :

36 > 0,V € IN|zg — 6, x0 + [, f(z) < f(x0).

Le nombre M = f(xq) est le mazimum local de [ en xq.

Si de plus, pour tout x €)xg — 8, xo + d\{zo} on a f(z) < f(xo), on dit que
M est un mazximum local strict de f en xq.

On dit que f a un minimum local en xq si :

36 > 0,Vz € IN|zg — 6, x0 + [, f(z) > f(x0).

Le nombre m = f(xg) est le minimum local de f en xg.
Si de plus, pour tout x €)xg — 8, xo + d\{zo} on a f(z) > f(xo), on dit que
m est un minimum local strict de f en xg.

Exemple 3.2.3 Soit f : R — R définie par f(x) = 22. Alors f a un minimum
local en x = 0.

Exemple 3.2.4 Soit f : R — R définie par f(x) = z* — 22%. Alors f a un
maximum local en x = 0 et un minimum local(en fait global) en © = 1 et
r=—1.

Remarque 3.2.4 Tout extremum local est nécessairement un extremum local,
mais la réciproque est fausse (cf exemple ci dessus).
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3.2.4 Résultats globaux

Théoréme 3.2.2 Soient a,b € R et f : [a,b] — R une application continue.
Alors f posséde un mazimum global et un minimum global. De plus, il existe
x1,To € [a,b] tels que

Fla1) = max f(2) et f(az) = min f(a).

z€la,b] z€[a,b]
Preuve. Admis O

La conclusion du théoreme devient fausse si 'on ne suppose plus que f
est continue ou si on remplace [a,b] par ]a,b]. Pour voir que I'hypotheése de
continuité est nécessaire, considerer f : [—1,1] — R définie par f(z) = 1 si
x #0et f(0) =0. Alors f n’a pas d’extremum global.

Pour voir qu’il est nécessaire que l'intervalle soit fermé et borné, prendre f :
x € [0,+00[— z. Alors f n’a pas de maximum global puisque lim,_, 1 f(z) =
+00. On peu aussi prendre f : x €]0,1] — ;—21 et constater que f n’a pas de
minimum global.

Définition 3.2.5 Soit I un intervalle et f : I — R une application. On dit que
f est uniformément continue sur I si la propriété suivante est satisfaite :

Ve> 0,30 >0,Vee I,Vy eI, (Jz —y| <d = |f(z) — fy)] <¢€) (3.4)
Comparons les definitions de ”f est continue sur I” :
Veel, Ve>0,30 >0,Vyel, (x—y|<d=|f(z) — fly)| <e¢) (3.5)
et 7f est uniformément continue sur I” :
Ve> 0,30 >0,Vee I,Vy eI, (Jlt —y| <d = |f(z) — f(y)] <e). (3.6)

On remarque qu’on passe de la continuité a 'uniforme continuité en interver-
tissant les blocs "Va € I” et 73§ > 0”. Autrement dit dans 'uniforme continuité
on demande que le § ne dépende pas du point z ot 'on mesure la continuité.

Remarque 3.2.5 Toute application uniformément continue sur I est nécessai-
rement continue sur I. Par contre il existe des applications continues sur un
intervalle qui ne sont pas uniformément continues.

Exemple 3.2.5 L’application f(x) = % est continue sur ]0,1] mais elle n’est
pas uniformément continue. Pour le voir, il suffit de vérifier la négation de
Uuniforme continuité :

Je>0,V6>0,3Fxel,Fyeltqle—y|l <o et|f(z)— fly)|>e

Fizons e = 1 et prenons 6 > 0 au hasard. On cherche x et y dans ]0,1] tels
que |z —y| < § et |f(x) — f(y)] > 1. Prenons x = % ety = 4(5‘11). Alors
d

|x—y|:m<5. De plus

R L U e R

Théoréme 3.2.3 Soit [ = [a,b] un intervalle fermé et borné. Alors, toute fonc-
tion f continue sur I est aussi uniformément continue sur I.

Preuve. Admis. O
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3.3 Dérivabilité

3.3.1 Définition et propriétés élémentaires

Dans cette partie on suppose que I est un intervalle ouvert, c’est a dire ne
contenant pas ses bornes.

Définition 3.3.1 Soient f: I — R et xg € I. On dit que f est dérivable en xq
st la limite sutvant existe

@)= o)
r—x0, THETQ Tr — X

Si f est dérivable en o, on note f'(xg) la limite précédente.

Définition 3.3.2 Soit f: I — R. On dit que f est dérivable sur I si pour tout
xg € I, f est dérivable en xy.

Exemple 3.3.1 La fonction f: R — R définie par f(x) = |z| est dérivable sur
R\ {0}. Mais elle n'est pas dérivable en 0. En effet,

— f(0 — — f(0
im L@ IO 2T g g To g (@270
2—0,2<0 z—0 2—0,2<0 T 2—0,2>0 &  1—0,2>0 z—0
Par suite la quantité %{;(0) n’a pas de limite quand x tend vers 0.

Proposition 3.3.1 (Propriétés élémentaires) Soient f: I - R et g:1 —
R deux fonctions et xg € I. On suppose que f et g sont dérivables en xg. On a
les résultats suivants :

i) f+ g est dériwable en zg et (f + g) (zo) = f'(z0) + g’ (z0).-
it) Pour tout A € R, Af est dérivable en xq et (Af) (xo) = \f'(x0).

iii) f.g est dérivable en xq et (f.g)' (zo) = f'(x0)g(xo) + f(x0)g’ (z0).
iv) Supposons que g(xg) # 0, alors la fonction g est bien définie pour x proche

Iy _ f(z0)g(m0) = f(z0)g'(z0)
(g) (.130) = ° ;(w0)2 2 o,

de xg . De plus elle est dérivable en xq et

Preuve. Les points 1) et ii) sont des conséquences immédiates de la proposition
2.1.2.
Preuve de iii) Pour h > 0, on note

On a

An(fg) = LEE Mgl 1) = F@0)g(@o) _ oo\ pya, () + Flao)An(o)

h
(3.7)
De plus on a limp_0 Ap(f) = f'(z0), limp—o Ar(g) = g'(x0) et limp—o g(zo +
h) = g(zp). En appliquant & nouveau la proposition 2.1.2; on obtient

lim Ay (fg) = f(@0)g/(x0) + f'(w0)g(w0).
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Preuve de iv) En tenant compte de iii), on peut supposer que f est constante
égale a 1. De plus,
g h g(zo+h)  g(xo) g(wo + h)g(zo) h

En utilisant & nouveau la proposition 2.1.2, on obtient

lim Ah(l) = —g’(x(;)

h—0 g g(xo)

ce qui prouve iv) dans le cas f = 1. Il

Proposition 3.3.2 (Dérivation d’une composée) Soient f : I — R et g :
J — R deuz fonctions et xg € I. On note yo = g(xo). On suppose que yo € I et
que g est dérivable en xg et f est érivable en yy. Alors f o g est dérivable en g
et

(fog)(x0) = f'(g(x0))-g' (o).
Preuve. On reprend les notations de la preuve précédente. On

fg(zo + 1)) = flg(x0)) g(xo + h) — g(xo)

Ap(fog) = g(zo + h) — g(xo) h (3.8)
_ S+ k}i?}g — f(wo) g(zo + h]z —9(@0) _ Ag(ny (f)Anr(g)

avec yo = g(zo) et k(h) = g(xo + h) — g(xo). Comme limp_¢ k(h) = 0, on peut
appliquer les propositions 2.1.2 et 2.1.3 pour obtenir

lim An(f o g) = f'(9(x0)).g' (x0)- (3.9)

O

Exemple 3.3.2 La fonction f(z) = exp(x®+1) est dérivable sur R et pour tout
r €R, on a f'(x) = 2zexp(z? + 1).

Proposition 3.3.3 Soient I et J deux intervalles et f : I — J une applica-
tion dérivable et bijective. Supposons que y € J vérifie f'(f~1(y)) # 0. Alors
Vapplication réciproque f~1: J — I est dérivable en y et

1

YW = 5=
VW= m

Preuve. Pour 3y’ € J on écrit

D e VO e ) e )
y—y FU W) = FUFH W)
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Or, f étant continue, f~! est aussi continue (c.f. TD). Donc, lorsque 3y’ tend
vers y, o’ = f~1(y') tend vers f~1(y) = x. Par suite

A0 o L0 SRt 1 !

ST Ty LT @) F@ - PO

O

Exemple 3.3.3 Soit f:] — 3, 5[—] — 1,1], définie par f(x) = sin(x). Alors f
est bijective et
1

V1—a?

En effet, on a ' = cos. Par suite, la proposition précédente montre que

Vo €] = L1, (f7)(2) =

v
cos(arcsin(x))’

Or pour y €] — 5, 5[, on a cos(y) = \/1 —sin(y)%. En prenant y = arcsin(z) il
vient cos(arcsin(x)) = /1 — z2. D’ot le résultat annoncé.

(f ) (@) =

Remarque 3.3.1 On a des résultats analogues pour les fonctions cos et tan.

3.3.2 Théorémes de Rolle et des accroissements finis

Proposition 3.3.4 Soient a,b € R et f :]a,b[— R une application dérivable.
On suppose qu’il existe ¢ €|a,b| tel que f a un extremum local en c. Alors

() = 0.

Preuve. Quitte & remplacer f par —f, on peut supposer que f a un maximum
local en ¢. Comme ¢ €]a, b|, il existe § > 0 tel que I :=]c — §, ¢+ §[C]a, b]. Pour
x # ¢, on pose D(x) = %:f(c) Alors f'(c) = limy—,. D(z).

Par ailleurs, ¢ étant un maximum loca ; quitte & diminuer §, on peut supposer
que pour tout x € I, f(x) — f(c) < 0. Par suite, pour tout x € I5 on a

D(x)>0siz<c

et
D(z)<0siz>c

Pour n € N*| posons u, = ¢ — %. Alors Vn € N, D(uy,) > 0 et comme u,
tend vers ¢, on a aussi lim,— 1o, D(u,) = f'(c). Par passage a la limite dans les
inégalités, on en déduit f'(c) > 0.

De la méme maniere, en considérant v, = ¢ + % on obtient f/(c) < 0.

On a donc 0 < f/(¢) < 0. Ceci achéve la preuve. O

Remarque 3.3.2 Pour pouvoir appliquer le résultat précédent, il est impératif
que le point ¢ ot f a un extremum local ne soit pas une borne de l’intervalle de
définition. Par exemple, la fonction f :[0,1] — R définie par f(z) = = a un
minimum global en 0. Pourtant f'(0) = 1.
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Théoréme 3.3.1 (Théoréme de Rolle) Soient a,b € R tels que a < b et
f i ]a,b] — R une application continue et dérivable sur |a,b]. On suppose que
f(a) = f(b). Alors, il existe c €]a,b[ tel que f'(c) = 0.

Preuve. Si f est la fonction constante égale & f(a), on a f'(x) = 0 pour tout z
et il n’y a rien a démontrer.

Supposons que f n’est pas constante. Quitte a remplacer f par — f, on peut
supposer qu'il existe zg €]a,b[ tel que f(zg) > f(a). Par ailleurs, d’apreés le
Théoreme 3.2.2, il existe 21 € [a,b] tel que f(x1) = maxgcp, ) f(z). Comme
f(zo) > f(a) = f(b), alors 1 ¢ {a,b}. Autrement dit, x1 €]a,b[ et on peut
appliquer la Proposition 3.3.4 pour en déduire que f'(z1) = 0. |

Théoréme 3.3.2 (Théoréme des accroissements finis) Soient a,b € R tels
que a < b et f :[a,b] — R une application continue et dérivable surla,b|. Alors,

il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 7f(b;),:£(a)-

Preuve. Soit g : [a,b] — R Papplication définie par

g(a) = f@) - T2 —a),

Alors, g est continue sur a,b et dérivable sur ]a,b[. De plus un simple calcul
montre que g(a) = f(a) = g(b). Par conséquent on peut appliquer le Théoreme
de Rolle & g et en déduire qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(¢) = 0. Or, un simple
calcul montre que

b) —
Vo €lablg'(z) = f(z) — L =S
b—a
On déduit des deux dernieres inégalités , le résultat annoncé. O

Corollaire 3.3.1 Soient a,b € R tels quea < b et f : [a,b] — R une application
continue et dérivable sur]a,b[. On suppose qu’il existe M > 0 tel que

Vz €la, b, |f (z)] < M.

Alors,
|£(b) = f(a)] < MI[b—al.

Corollaire 3.3.2 Soit f : [a,b] — R une application continue et dérivable sur
Ja, b[.
Si f'(xz) > 0,Vx €la, b, alors [ est croissante sur [a,b).
"(x) > 0,Vz €la,b[, alors f est strictement croissante sur [a,b].
3.3.3 Représentation graphique

Soit f : I — R une application dérivable en un point o € I. On note
Gy ={(z, f(z)),z € I} le graphe de f.

Définition 3.3.3 On appelle tangente au graphe Gy en xg, la droite d’équation
Cartésienne y = f(xo) + f'(zo)(x — xg). On notera Ty, cette droite.

Remarque 3.3.3 Le graphe Gy et la tangente Tt 5, se coupent au point (xo, f(2o)).
De plus pour x proche de xy ces deux graphes sont trés proches.
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3.3.4 Dérivées d’ordre superieur

Définition 3.3.4 Soit f : I — R une application et k € N*. On dit que f est
dérivable k fois (ou de classe D¥) si f est dérivable et f' est de classe D=1,
Dans ce cas on note

f// _ (f/)/7 f(3) _ ((f/)/)/7 el f(k) _ (f(kfl))/.
On notera D*(I) I’ensemble des applications de classe D* sur I.
On peut alors définir les applications de classe C*.

Définition 3.3.5 Une application f : I — R est de classe C* si f est de classe
D¥ et f(5) est continue. On notera C*(I) I’ensemble des applications de classe
C* sur 1.

Remarque 3.3.4 Pour k € N, on a les inclusions suivantes :
ck(I) c DMY(I) c cH(T)

De plus ces deux inclusions sont strictes.

3.4 Rappels sur les fonctions usuelles

Dans cette section on rapelle des résultats admis sur des fonctions usuelles
(exponentielle, sinus, cosinus, etc.)

3.4.1 La fonction exponentielle

Théoréme 3.4.1 Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que

Vo e R, f'(x) = f(x) et f(0) = 1.
Cette fonction s’appelle Uexponentielle et se note f(x) = exp(x)

Preuve. Admis (]
La fonction exponentielle a les propriétés suivantes :

Proposition 3.4.1 i) Vx € R, exp(z) >0
it) exp est strictement croissante.
i) Yo € R, Yy € R, exp(z + y) = exp(x) exp(y).
iv) Pour tout n € N, exp(n) = e™ ot e = exp(1) > 1.

v) limg_ 4o exp(z) = 400 et lim,—,_ o exp(x) = 0.

Preuve. i) admis

ii) C’est évident puisque exp’ = exp > 0 d’apres i).

iii) Fixons y et considérons g(x) = % On a g(0) = %&’I; =1 et
g (x) = g(x) pour tout x. Par conséquent, le résultat d’unicité du Théoreme
3.4.1, montre que g(z) = exp(zr) pour tout x. En multipliant par exp(y) on
obtient I'identité annoncée.

iv) Le fait que e > 1 est une conséquence immédiate de ii). Pour montrer
que exp(n) = €™ on procede par récurrence.
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Pour n = 0, on a bien exp(0) =1 = €°.
Supposons exp(n) = e™. Alors, en utilisantr iii) et ’hypothese de récurrence,

on a

exp(n + 1) = exp(n) exp(1) = e".e = "1,

ce qui prouve l'identité.
v) Soit M > 0. D’apres Iexercice 2.2.6, la suite u,, = €™ vérifie lim,,—, 4+ oon, =
+00. Par conséquent, il existe ng tel que

Vn > ng,e™ > M.
Or, la fonction exponentielle étant croissante, ceci implique que
Va > ng, exp(z) > M.

Autrement dit, on a bien lim,_, 4 exp(z) = +o0.
Pour montrer que lim,_. _, exp(x) = 0, il suffit de remarquer que exp(x) exp(—x) =
1 et d’utiliser le résultat précédent. ([

Corollaire 3.4.1 La fonction exp est bijective de R sur ]0,+oo].

On note In :]0, +oo[— R sa fonction réciproque (appelé logarithme). On a
les propriétés suivantes :
Proposition 3.4.2 i) In(e) =1
1) ln est strictement croissante.
i) Y € R, Yy € R, In(z.y) = In(z) + In(y).
) limg_ 4o In(z) = +o00 et limy,_oIn(z) = —o0.

v) La fonction In est dérivable sur]0,+oo| et In'(z) = L.

Preuve. 11 suffit d’utiliser la Proposition 3.4.1 et les résultats sur les fonctions
réciproques. ([

A Taide des fonctions exponentielle et logarithme, on peut définir les puis-
sances non-entieres d’un réel positif.
Définition 3.4.1 Soit a € R.On définit la fonction f, :]0, +oo[— R par fo(z) =
exp(alog(x)).

Proposition 3.4.3 Soit a € R. Alors la fonction f, est de classe C*°. Si deplus

a € N alors fo(x) = 2. On notera donc par la suite fo(x) = 2%, méme lorsque
a ¢ N.

Preuve. La fonction f, est de classe C*° comme composée de fonction C*°. Pour
a €N, on a f,(z) =exp(alog(z)) = exp(log(z®)) = z*. O

Proposition 3.4.4 Soient a,b € R et z,y > 0. Alors
1. (oy)® = a0y
2. x0xb = got?

3. (x2)b = g
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Preuve. Exercice facile. O

Proposition 3.4.5 Croissance comparée Soit k € N. Alors, on a Imes li-
mites suivantes :

1. limy oo S = 400 et lim,_,_ o 2Fe™ = 0.

58

o =0 et lim; o zFIn(z) = 0.

2. hmeJroo

Preuve. Exercice. Indic : traiter d’abord le cas k = 1 et étudier les fonctions %
(on remarquera que €* > x pour x > 0). O

3.4.2 Les fonctions trigonométriques

Dans cette partie on rappelle les propriétés élémetaires des fonctions sinus
et cosinus, qui sont définies de maniere géométrique. Etant donné un angle
x €]0, 27[, les nombres sin(x) et cos(z) sont calculés en construisant un triangle
rectangle (ABC) de cotés AB et AC de longueur 1 et d’angle A égal 4 z. On

pose alors
BC AB

VYol et cos(x) = VYol

Pour z € R, on définit cos(z) et sin(z) en posant sin(z + 2km) = sin(x) et
cos(x + 2km) = cos(z) quelque soit k € N. Les fonctions ainsi définies sont C*°
sur R periodiques. Elles vérifient les identités suivantes :

sin(x) =

sin(z +y) sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y), cos(z+y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(x),
sin(m — x) = sin(z), cos(m — x) = — cos(x), sin(g —x) = cos(x)
sin’(z) = cos(x), cos'(x) = —sin(z).

On peut aussi définir la fonction tangeante sur R\ {(2k 4+ 1)F, k € Z} par

sin(z)

tan(z) = cos(@)”

C’est une fonction C*° et on a

1

tan’(z) = 1 + tan®*(x) = 02 (@)’



Chapitre 4

Intégration des fonctions
continues morceaux

4.1 Introduction

Dans cette section, on fixe a < b deux réels, on note I = [a, b] et on considére
f : I — R une application continue. On suppose en outre que f est positive sur
[a,b], c’est & dire que Vz € [a,b], f(x) > 0. On veut calculer laire de la région
du plan comprise entre le graphe de f, 'axe des abcisses et les droites d’équation
r = a et x = b. Autrement dit, on veut calculer 'aire de I’ensemble

Qop(f) ={(z,y) € R% a<a<b 0<y< f(x)}.

f(=z)

/\/\

Qa,b(f)

Domaine dont on veut calculer ’aire

Dans quelques cas particuliers, il est possible de faire ce calcul simplement.

Par exemple, si f est la fonction constante f(x) = ¢ pour un certain ¢ > 0.
Le domaine £, (f) est un rectangle dont les cotés sont de longueurs respectives
¢ et b — a. Donc, son aire vaut ¢(b — a).

43
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f(@)

Cas d’une fonction constante

Si f est la fonction linéaire, f(x) = ¢+ d(xz — a), pour deux constantes ¢ > 0
et d > 0. Le domaine Q,;(f) est un trapeze de petite base ¢, de grande base
¢+ d(b—a) et de hauteur b — a. Son aire vaut donc

1 d
§(petite base + grande base) * hauteur = (¢ + §(b —a))(b—a).

f(@)
€T
a b
Cas d’une fonction linéaire
Si f est une fonction plus compliquée. Par exemple, f(z) = (z — a)?. 1l

n’y a pas de maniere élémentaire de calculer. Une premiere approche consiste
a essayer de calculer ’aire de maniere approchée en découpant le domaine en
petits morceaux en remplacant chaque petit morceau par un morceau “proche”
dont on sait calculer laire (par exemple un rectangle ou un trapeze!).
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f(z)

Approximation par découpage en petits rectangles

Si on prend des morceaux de plus en plus petits, on “s’appercoit” que les
)
approximations successives convergent vers une valeur limite.

4.2 Définition de l’intégrale

4.2.1 Cas des fonctions en escalier

Définition 4.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction. On dit que f est une fonction
en escalier s’il existe une subdivision de [a,b] a = a; < az <...<ayt41 =b et
des réels ay,...,ay tels que pour tout k € {1,..., N} on ait

Vo €lag, ap+1], f(z) = ag.

Remarque 4.2.1 Dans la définition précédente , on demande juste que f soit
constante sur chaque intervalle lay, agy1].

Définition 4.2.2 Soit f une fonction en escalier. Soit a = a1 < ag < ... <
an+1 = b une subdivision de [a,b] telle que f est constante égale a o, sur chaque
intervalle lag, ag+1[. On définit lintégrale entre a et b de f par

b N
/ f(z)dzx := Z ag(ag+1 — ag).
@ k=1

Proposition 4.2.1 Soient f et g deuzx fonctions en escalier sur [a,b] et A € R.
Alors f+ g et A\f sont aussi des fonctions en escalier et on a

/ab fla)dx = )\/ab f(a)dx. (4.1)
et

/ab(f +g)(x)dz = /ab fx)dz + /abg(x)dx. (4.2)

Preuve. Soient f et A comme ci dessus. Il existe une subdivision a = a1 < ... <
an+1 et des réels ag,...,an tels que

YV €lak, ap+1], f(r) = ag.
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Par suite,
Vo €lak, ars1l, (Af)(x) = Bk

avec 3 = Aayj. Par définition de 'intégrale, il vient

b N
/ E e(Qkt1 — ak) E Ao (@1 — ak)
a

’“:N (4.3)

= Z ak+1—ak —/\/f

Ceci prouve (4.12). La preuve de (4.13) est un peu plus délicate et laissée en
exercice.

O

Proposition 4.2.2 Soient a < b < ¢ trois réels et f une fonction en escalier
sur [a,c]. Alors fijap et fip,e] sont aussi des fonctions en escalier et

/:f(a:)da: - /abf(x)dx—i—/bcf(x)dx

Preuve. C’est une conséquence immédiate du fait que pour tout N, M € N, on
a

N+M M+N
2 o= Zak + D
k=N+1

4.2.2 Cas des fonction continues par morceaux

Supposons pour commencer que f : [a,b] — R est continue. On lui associe
des fonctions en escalier de maniére naturelle comme & la figure précédente en
posant pour tout n € N,

on

n n n
T) = E akl[akaak+1[a
k=1

avec al = a+ (k — 1)%2 et of = f(a}).

Il est clair que pour tout n € N; f, est une fonction en escalier. Pour tout
n € N, on définit I,,(f) € R par
b
~ [ fulois
a

Théoréme 4.2.1 Soit f une fonction continue. Soit (I,(f))nen la suite de réels
construite ci-dessus. Alors la suite (I,(f))nen converge vers une limite finie
lorsque n tend vers linfini. Cette limite est appelée intégrale de f entre a et b
et notée f: f(z)dx
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Preuve. Pour montrer que la suite (I,,(f))nen @ une limite quand n tend vers
Pinfini, il suffit de montrer que cette suite est de Cauchy (c.f. Th 2.2.2).
Prenons € > 0 quelconque. On cherche N € N tel que

Vn,m €N, (n> N = |[I(f) = Inim(f)] < ). (4.4)

Or, la fonction f est continue sur [a, b] qui est un intervalle fermé et borné, donc
elle est uniformément continue, d’apres le Théoreme 3.2.3. Par conséquent, il
existe d > 0 tel que

Vr,y € la,b], (lz —yl <0 = |f(z) = f(y)| < ) (4.5)

b—a

Prenons N € N tel que (b—a)2™ < § (c’est possible car la suite (2"),en tend
vers 0) et supposons que n,m € N vérifient n > N. On va montrer que (4.4) est
vérifiée.

Par définition, on a

b—a & Ji
= > [fla+ ZQme —a))
"~ "~ (4.6)
4.6
et
2"+m
b om k 1 (47)
—a _
Z2m2'f +— - )+2n+m(b_a))
j=1
Par suite,
2’71 2"L
Hn(f) = Inam ()] < 2n+m ZZ [f (k) = f (W)l (4.8)
j=1k=1

avec x;x = a+ L2 (b—a) et yjk—a—kj Lb— a)—|—2n+m(b a). En particulier,
pour tout 1 <j<2"et 1 <k <2™ ona

k—1 b—a
|25k = Yinl = Som (b —a) < —

<4 (4.9)

car n > N. Par conséquent, en combinant (4.5) et (4.9), on obtient

€

[ (@jn) = i)l < 5= (4.10)
En utilisant cette inégalité dans (4.8), il vient
2’L 2’7”.
In(f) = Inym(f)] < =e 4.11
1) ~ ()] < Wm;;b_a (4.11)

Ceci prouve (4.4) et acheve la démonstration. O
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Remarque 4.2.2 Dans le théoréme précédent, on démontre que la suite (L,(f))nen
a une limite sans expliciter celle-ci. Pour la plus part des fonctions la limite de
L.(f) (c’est a dire Uintégrale de f) est incalculable explicitement. Par contre,

le théoréme précédent montre que celte intégrale est bien définie (ici le critére

de Cauchy est fondamental) et donne méme un algorithme pour en calculer une
approzimation. En effet, en prenant n de plus en plus grand, le nombre I,,(f)
(qui est facilement calculable) s’approche de plus en plus de l'intégrale de f.

On va maintenant définir I'intégrale d’une fonction continue par morceaux.
Pour cela, on a besoin de la notion de prolongement par continuitA©) d’une
fonction.

Définition 4.2.3 Soit f :]a,b|— R wune fonction continue. On suppose que
limg_sq z>a f(x) existe et limg_p z<p f(x) existe. On appelle prolongement par
continuité de f a Uintervalle [a,b] la fonction f définie sur [a,b] par

vz €la,bf; f(x) = f(x)
et f(a) = 1imw—>a,x>a f(if), f(b) = hmx—»b,m<b f(if)
Remarque 4.2.3 La fonction f ci dessus est continue sur [a, b], par définition.

Exemple 4.2.1 Soit f :]0,1] — R la fonction définie par f(z) = wsin(d).
Alors, la fonction f défine par f(0) =0 et f(x) = f(z), Yx > 0, est le prolon-
gement par continuité de f a [0,1].

Définition 4.2.4 Soit f : [a,b] — R une fonction. On dit que f est continue
par morceaux sur [a,b] s’il existe une subdivision a = a1 < ... < an41 = b telle
que fiak, apy1] est continue pour tout k et f a une limite a gauche et a droite
en aj.

Définition 4.2.5 Soit [ une fonction continue par morceauz sur [a,b]. On dé-
finit Uintégrale de f entre a et b par

b N Ar41
/ f@yds =Y / Fjon.ans((@)da,
a k=1

ay
ot f\]ak,akﬂ[ est le prolongement par continuité de fjjq, a,. ., @ Uintervalle [ag, ax11].

Proposition 4.2.3 Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur
[a,b] et A € R. Alors f+g et \f sont aussi des fonctions continues par morceaux
et on a

/ab fla)dz = )\/abf(x)dx. (4.12)
et

/ab(f +9)(x)dz = /ab f(z)dz + /abg(x)dx, (4.13)

Preuve. Par définition, on peut supposer que f et g sont continues. Il suffit
alors de remarquer que

L.(f +9) = L.(f) + In(9)
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et

En passant a la limite (n — oo) dans les égalités ci dessus, on obtient le résultat
annoncé.

O

Définition 4.2.6 Soit f une fonction continue sur [a,b]. On définit l'intégrale
entre b et a de f (attention aux bornes!!) par

/baf(x)dx - /abf(a:)da:.

Proposition 4.2.4 Soit I un intervalle et a,b,c trois réels appartenant a I.
Soit f une fonction continue par morceaux sur I. Alors

/acf(a:)dx:/abf(a:)da:—i—/bcf(a:)dx.

Preuve. Admis O

On s’interesse maintenant aux propriétés de conservation du signe de 'inté-
grale.

Proposition 4.2.5 Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. Alors

/ab f(z)dx > 0.

Preuve. 11 suffit de remarquer que la suite I,, définissant 'intégrale est posi-
tive. Donc sa limite est positive. ([l

Corollaire 4.2.1 Soient f et g deuz fonctions continues sur [a,b]. On suppose

que f < g sur [a,b]. Alors,
b b
/ f(z)dx S/ g(z)dz.

Preuve. Appliquer la proposition précédente a g — f. (I

Corollaire 4.2.2 Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors il existe ¢ € [a, 1]
tel que

b
/ f(@)dz = F(e)(b— a).

Preuve. Comme f est continue sur [a,b], il existe 1,22 € [a,b] tels que
f(z1) = infeepay f() et f(22) = sup,epep f(7). Autrement dit, pour tout
x € [a,b] on a

f(@1) < fz) < fla2).
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En intégrant ces inégalités entre a et b, on obtient
b
- a)f@) < [ fo)ds < 0= a)f(z).

En divisant par (b — a) on voit que le nombre I = ;- f; f(z)dx vérifie I €
[f(z1), f(x2)]. Le théoréme de la valeur intermédiaire montre donc qu’il existe
¢ € [x1,x2] tel que I = f(c). D’ou le résultat annoncé. O

4.3 Théoreme fondamental de I’Analyse

Théoreme 4.3.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et xo €
[a,b]. Pour x € [a,b] on définit

Flz) = / " ftyat.

Alors, F est de classe C' sur [a,b], F(zg) =0 et
Vz € [a,b], F'(x) = f(z).

Preuve. Le fait que F'(z¢) = 0 est évident.
Montrons que F est dérivable. Fixons x € [a,b]. Pour h > 0, grace & la
relation de Chasles, on a

x — F(x @th
AT =g [ s s g

De plus, d’apres le corollaire 4.2.2; il existe xj, € [x,x + h] tel que f;Jrh ft)ydt =
hf(xz + h). Par suite,

Pt M= i) = jan) - (@), (4.15)

Comme zj, tend vers z lorsque h tend vers 0, on en déduit que

. F(z+h)—F(x)
fiy h = f(@).

Ceci montre que F est dérivable et que F/ = f. Comme f est continue , on a
automatiquement ' € C1. (]

Définition 4.3.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] . Une
fonction F' dérivable q et telle que F' = f s’appelle une primitive de f.

Remarque 4.3.1 Le théoreme précédent affirme que toute fonction cominue
posséde une primitive. Il est facile de voir qu’étant donnée une primitive F
de f, quelque soit A € R, la fonction F + X est aussi une primitive de F.
Réciproquement, si F' et G sont deux primitives de f, alors G = F + X\ pour une
certaine constante \.
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Théoréme 4.3.2 Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle [a,b], alors

b
/ f'(@)dz = f(b) - [(a).

Preuve. Soit F la fonction définie par F(z) = [ f/(t)dt. D’aprés le théoréme
43.1,ona F(a)=0cet
Vz €la,b], F'(z) = f'(z).
Par suite F' — f est constante égale & — f(a). En prenant z = b, il vient F(b) =
f(b) — f(a), c’est a dire
b
[ r@is =)~ f(@.

O

Proposition 4.3.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et F
une primitive de f. Alors

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

Preuve. Soit F une primitive de f. D’apres le corollaire, on a

/b F'(t)dt = F(b) — F(a).
Or F' = f. Donc \
/ f(@®)dt = F(b) — F(a).

4.4 Intégration par parties

Théoréme 4.4.1 Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle Ja, b
et coninues sur [a,b]. On a alors la formule suivante :

b b
/ u' (z)v(x) = [u]? —/ u(z)v' (z)dx (4.16)

ot lon utilise la notation [f]% = f(b) — f(a).

a

Preuve. D’apres le théoreme 4.3.2, on a
b b
[uv]® :/ (uwv)'(z)dx :/ (' (z)v(z) + u(x)'(z))dz

. (4.17)

_ / @yl + / w(z) ()de.

a
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Exemple 4.4.1 On a
2
/ teldt =e* +1
0

En effet, une intégration par partie montre que

2 2
/ teldt = [te]5 — / eldt =2e* — e +1=¢*+ 1.
0 0
4.5 Changement de variable

Théoréme 4.5.1 Soit f : [a,b] — R une application continue et soit @
[, B] — [a,b] une application de classe C1. Alors

B 0(B)
(/Uo@@d@ﬁz/ F(s)ds.
@ p(a)

Preuve. Soit F une primitive de f. Alors F' o ¢ est dérivable et
(Foyp) =Fopy.
Par conséquent la fonction G = F o ¢ est une primitive de (F’ o ¢)¢’. En
appliquant le théoréme 4.3.2, on obtient
B
[ o0 tat =) - G

Or F étant une primitive de f, ceci entraine

B8
(/qowwwww

V3
Exemple 4.5.1 [Y] (1+I2)1\/1+I2 dz = \/542"/5

1
v @

Preuve. Notons I = ff i
tan(t). Alors, o(—F) = -1, p(3) = V3

. On pose f(z)

_ 1
= G50 viges o ¢(t)
. Par suite

(%) 5
= / F@)de = [ Fltan(t)) tan’(t)dt
o(—%)

jus
4

B W .
VTt tan? (1) cos(t). Par suite

I= /71 cos(t)dt = [sin]% = M

T 2

Or tan’(t) = 1+ tan?(t), donc f(tan(t)) tan’(t) =



Chapitre 5

Formule de Taylor,
développements limités

5.1 Ordre de grandeur

5.1.1 Généralités

Dans cette partie on veut formaliser I’observation suivante. Considérons les
deux fonctions définies sur R par f(z) = z et g(x) = 2. On sait que

hn%) f(z)=0et 1ir%g(a:) =0.

Cependant, on peut se demander laquelle de ces deux fonctions tend le plus vite
vers 0 quand z tend vers 0. On peut commencer par évaluer f et g pour des
valeurs "petites” :

z [ 01 ] 001 [1073
f(z) ] 01 | 001 [1073
g(x) | 0.01 [ 0.0001 | 1075

On constate que lorsque x tend vers 0, g(z) est beaucoup plus petit que f(x).

Une autre maniere d’appréhender ce phénomene est de calculer la limite

quand x tend vers 0 de % On constate que

lim M =limz=0
x—0 (:L‘) x—0

Ceci confirme que lorsque x s’approche de 0 le quotient % devient tres petit.
Autrement dit, g(x) est beaucoup plus petit que f(x).

Définition 5.1.1 Soient f: I — R et g: I — R deuz fonctions et xo € 1. On
dira que ”f est un grand O de g lorsque x tend vers xo” si :

3C > 0,36 > 0, Vx €]xg — b, 20 + 0[N, |f(z)| < Clg(z)|.
On notera

f(x) = Ouy(9(2)).

53
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Exemple 5.1.1 Soit f :]0,00[— R définie par f(z) =1 + 2 —2. Alors f(z) =
Ol((l‘ - 1)2).

Définition 5.1.2 Soient f: I — R et g : I — R deux fonctions et xo € 1. On
dira que 7f est un petit o de g lorsque x tend vers xqg” si il existe 6 > 0 et une
fonction € : I — R telle que limy_,,, €(z) =0 et

Va €lzg — 6,20 + 601, [f(2)] = e(z)]g()]
On notera
f(@) = 020(g(x)).
Exemple 5.1.2 Soit f :]0,c0[— R définie par f(z) = Tty - Alors f(x) = oo(x).

Remarque 5.1.1 Awvec les notations précédentes, dire que f = 04,(1) (ot 1

désigne la fonction constante égale a 1) signifie exactement que limg_4, f(x) =
0.

Proposition 5.1.1 Soient f : I — R et g : I — R deux fonctions et xo € 1.
Alors f(x) = 04,(g(x)) si et seulement si

Ve > 0,36 > 0, Va €]zg — §,z0 + 0[N, |f(z)] < €|g(x)].

Preuve. 1 suffit d’écrire la définition de lim,_, 5, €(x) = 0 pour obtenir ’équiva-
lence. g

Corollaire 5.1.1 Soient f : I — R et g : I — R deuz fonctions et xo € 1.
Supposons f(x) = 0z,(9(x)), alors f(x) = Oa,(g(x)).
Proposition 5.1.2 Soient f: I - R, g: I >R, h: I - R etk: I — R quatre
fonctions X € R et xg € I. on a les implications suivantes :

1. 8i f = 04,(g9) et h = 04,(g) alors f 4+ h = 04,(g).

2. Si f =04,(9) et h =0y, (k) alors f.h = 0y,(g9.k).

3. Si f =0g,(g9) et h =04,(9) alors f +h = Oy (g).
4. St f =04,(9) et h =0y (k) alors f.h = Oy, (9.k).

Preuve. Laissée en exercice. O

Remarque 5.1.2 Soient f: 1 — R, g: I - R et h: I — R trois fonctions et
o, x1 deux réels. Si xg # x1, aucune des régles précédentes ne s’applique. Par
exemple on a x> = op(z), 2 = O1(x) et 22.1 = x # oy (2?).

5.1.2 Cas des puissances

Dans cette partie, on compare la taille des fonctions puissances. On fixe un
intervalle I et zg € I et pour k € N.

Proposition 5.1.3 Soient k € N et f: I — R, alors

1. f = 05y ((x — 20)F) 880 limg_, (x/i(;”g)k =0.
2. f =04 (x —x0)*) ssi (Tf_(:g)k est bornée "prés de xg”.

Preuve. C’est une conséquence immédiate des définitions. (I
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5.2 Formule de Taylor

Dans toute cette partie I =]a, b] est un intervalle, xg € I est fixéet f: T — R
est une application.

Théoréme 5.2.1 ( Formule de Taylor avec reste intégral) Supposons que
f € C"Y(I), alors pour tout x € I

k) (g
Fay =3 L) ) 4 R

!
— K

R(z) = / RGO

n!

avec

Preuve. On procede par récurrence sur n.

Le cas n = 0 est une conséquence immédiate du Théoreme fondamental de
I’Analyse.

Supposons que f € C"*2(I) et qu’on a établi la formule :

k) (g & p(n+1)
fl) =" fT(!O)(x —x0)* + / fT!(t)(x —t)ndt. (5.1)

k=0

Une simple intégration par parties montre que

/ac f(n;j)(t) (& — £yt = _[f(nJrl)(t) (z t)”Jrl]io N x f(n+2) (t) (- t)"Jrldt

(n+1)! 2o (M4 1)
(n+1) T z £(n+2)
B f(n + (1)?) (= xo)n+1 * / f(n + 1()t!) (- t)”“dt
’ (5.2)

En additionnant les equations (5.1) et (5.2), on obtient le résultat au rang n+2.
O

Corollaire 5.2.1 (Formule de Taylor-Lagrange) Supposons que f € C"t1(I),
alors pour tout x € I

fa) =S L0 k0, (@ ) )

!
= kK

Preuve. 11 suffit de majorer le reste R(x) dans la formule de Taylor avec reste
intégral. Comme f est de classe C"*!, pour tout § > 0 il existe une constante
C > 0 telle que

Vit € [xo — 8, x0 + 6], |FHY (1) < C.

Par suite, pour tout = € [xg — §,x0 + 5], on a

)| < 0|/ =" ) < Ol — a1,

En fait on peut améliorer ce résultats a bien des égards :
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Théoréme 5.2.2 ( Formule de Taylor-Young) Supposons que f : I — R
est n fois dérivable, alors pour tout x € 1

k) (g
Fa) =3 L) 4 R

R(z) = 040 ((x — 20)").

Preuve. Etant donnée une fonction f dérivable n fois, on définit la fonction

n k) (g
Tof(z) =) fT(!O)(x — z)F.

k=0

On doit donc montrer que T, f(z) — f(x) = 0z,((x — z0)™). On procede par
réccurence sur n.
Pour n =1, il s’agit de montrer que si f est dérivable sur I alors

fxo) + f'(x0)(z — z0) — f(2) = 04 (x — w0).
En divisant par x — x¢ I’équation précédente devient

%af:o(x()) = f'(z0) + 05,(1)

qui est trivialement vraie par définition de la limite.

Supposons maitenant la propriété vraie au rang n. Soit f une fonction n + 1
fois dérivable sur I. Par conséquent, la fonction f’ est n fois dérivable e td’aprs
I’hypothse de réccurence on sait que

Tuf'(t) = £'(t) = 0z ((t = 20)").

On integre cette égalité entre xg et x :

x

/ T (0dt — () + f(o) = / 0 (1 — o)™,

) xo

Par ailleurs on constate que

/m Tof' (t)dt = zn: % /m(t — x0)kdt

k=0 ’ *o
D) (g W R (g

- k + (1)?) z—ao) =) k(' o) ( — ao)"
k=0 ’ k=1 ’

et

/“ O ((t = 0)")dt = 04 ((x — 20)" ).

xo

On en déduit,

% F®) (o)

2w = @0)* = f(@) + £ (@) = osg((a = o))

k=1
c’est a dire
Toi1f(x) — f(2) = 0y (& — m0)" ).
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Remarque 5.2.1 Sil’on compare ce résultat avec la formule de Taylor-Lagrange
au rang n, on constate que la conclusion est meilleure (on a R(x) = 0z, ((x —
x0)™) & comparer avec R(x) = Oy, ((x — x0)™) dans le cas Taylor-Lagrange) et
nécessite moins d’hypothéses (f € D™ contre f € C™).

5.3 Développements limités

Dans cette partie on introduit les développements limités. Etant donnée une
fonction f : I — R réguliere et zy € I, on veut donner une approximation de f
par une fonction plus simple. Une classe de fonction bien connue est la classe des
polynomes. Il est donc interresant d’approcher une fonction par des polynomes.

Dans un premier temps, on peut essayer d’approcher f par un polynome
de degré 0, c’est a dire par une constante. C’est possible en choisissant comme
polynome approximant la fonction Py(z) = f(xo). Si f est continue on voit que
limg 4, (Po— f)(z) = 0. Autrement dit, lorsque z s’approche de xg, les fonctions
Py et f sont proches.

Si on veut raffiner cette approximation, on peut chercher a approcher f
par un polynome P; de degré 1, c’est a dire par une fonction linéaire. Si la
fonction f est dérivable, ceci est possible (ca consiste & dire que la tangeant
approche le graphe de la fonction) et fourni une meilleure approximation que
I’approximation par une constante.

Pour aller plus loin, on peut essayer d’approcher f par un polynome de degré
n quelconque. C’est I'objet de la suite du paragraphe.

Définition 5.3.1 Soit f : I — R une application et xg € I. On dit que f a un

développement limité a 'ordre n en xo (DL, (xo)) s’il existe des réels ag, . .., an
tels que
flx)=ao+a1(z —x0) + ...+ an(z — 20)" + 0z, ((x — z0)"™) (5.3)

pour x € I. Si une fonction f a un DL, (x¢) pour tout n, on dit que la fonction
f a un développement limité a tout ordre en xg.

Proposition 5.3.1 Soit f : I — R une application et o € I. On suppose que
f aun DL,(xg). Alors les coefficients ag, ..., a, sont uniques.

Preuve. Supposons qu’on a deux suites de coefficients aqg,...,a, et by,...,by,.
Montons que a; = b, pour tout k. On procede par réccurence sur k.
Pour k£ = 0, on remarque que
ag = lim f(z) = bp.
T—xo
Supposons que ag = b, .. ., ar = by, en soustrayant les deux DL de f en zg,
on obtient

0= (ag+1 — bgr1)(x — xo)k"’l +.oo4 (an —bn)(x — 20)" + 05y (. — z0)™).

k+1

En divisant par (z — ) et en faisant x — g, on obtient a1 = bgr1. O

Proposition 5.3.2 Soit f : I — R une application, xo € I et g(z) = f(xo+z).
Alors, f aun DLy (xq) si et seulement si g a un DL, (0). De plus les coefficients
de ces deux DL sont identiques.
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Preuve. Exercice. O

Théoréme 5.3.1 Soit f une fonction de classe C™ sur I. Alors, pour tout
xo € I, f admet un développement limité a l'ordre n en xo donné par

(n) (5
1) = o) + 7o) =)+ L gy o (2 a0)) (54)

Preuve. C’est une conséquence du théoreme 5.1. ([

Remarque 5.3.1 Si on a plus d’information sur f, on peut pousser le DL un
peu plus loin.

Proposition 5.3.3 Soient f: I — R et g: I — R deux applications et xo € 1.
On suppose que [ et g ont un DL, (xq) :

f@)=ao+ai(x —x0) + ...+ an(x — 20)" + 05, ((x — x0)™)

g(x) =bo + bl(ﬂ? — .130) + ...+ bn(x — 370)" + Omo((ﬂf _ xo)n) (5'5)

Alors
i) (Somme de DL) La fonction f+ g a un DL, (x¢) :

(f +9)(x) = (a0 +bo) + - .. + (an + bn) (2 — T0)" + 05, ((x — 20)")
ii) ( Produit de DL) La fonction fg a un DLy (zo) :

(fg)(x) = agpbg + ((leo + aobl)(x — SE()) + ((Lgbo +a1by + aobg)(x — :E())2
+ .o+ (anbo + an—1b1 + ... + agbn)(z — 20)" + 04, ((x — z0)")
(5.6)

iii) (Inverse de DL)Si f(xg) = 0 et f posséde un DLy (o), alors ﬁ pos-
séde un DLy(z). Ce DL, est identique & celui de la fonction > _, f*
qui se calcule avec les regles i) et ii).

iv) (Composition de DL) Soient I et J deux intervalles et f : I — J
et g : J — R deux fonctions. On se donne xo € I et on suppose que
yo = f(xo) appartient ¢ J. On suppose aussi que [ a un DL,(xo) et g a
un DL, (yo) et que ces DL sont donnés par

f(@) = Po( = m0) + 00 ((x —20)") et g(y) = Qn(y — o) + 0y (¥ —0)")-

Alors gof a un DLy (o) qui s’obtient en calculant le DLy, (xqg) de Qp (P (z—
o) = Yo)-
Preuve. Le i) est trivial. Il suffit de remarquer que o, ((z—x0)" + 04, ((x—x0)™ =
0z (T — x0)™.
Pour le ii), on écrit f(z) = P(x) + r(z) et g(x) = Q(x) + s(x) avec

P(z) =ap+ai(x —xp) + ...+ an(x — 20)" et 7(x) = 0y ((z — z0)"

Q(z) =bo+bi(x —xg) + ...+ bp(x —x0)" et s(x) = 0y ((x — )"
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On a

(f9)(z) = P(z)Q(z) + P(z)r(x) + Q(z)s(x).
D’apres la Proposition ??, on a P(z)r(z) + Q(z)s(x) = 0z, ((x — x¢)™. De plus,
en regroupant les puissances, on voit facilemnt que

P(z)Q(x) = agbo + (a1bo + aoby)(z — z0) + (azbo + a1by + agba)(x — z0)?

+ .o 4 (anbo 4 an_1b1 + ... + agbp)(x — 20)™ + (x — 20)" T W (z)
(5.7)

ot W est un polynome. En particulier, (z — x¢)" "W (x) = 04, ((z — z0)", ce

qui achéve la démonstration de ii).
Démontrons maintenant le iii). On définit g,(z) = >_;_, f*(z). Un calcul
immédiat montre que

(1= f(2))gn(x) =1~ " (), (5.8)
d’on . 4 ()
x

T— /() = gn(z) + T— i@ (5.9)

De plus, on a buppose que f(x) = 0z, (z — x0). Par conséquent, f*Hi(z) =

0go ((z — 20))" T et — f(T) = Og,(1). On en déduit que

b
1—f(z)

Pour conclure, il suffit de remarquer que grace aux points i) et ii), la fonction
gn aun DL, (x0); gn(z) = Po(z — o) + 0z, ((x — 20))™. En remplacant g,, par
cette expression dans (5.11), il vient

b
1—f(z)

Ceci démontre & la fois ’existence d’un DL pour ﬁ et la maniere de le calculer.

= gn() + 0z, (& — 20)" ") (5.10)

= Py (x — xg) + 05, ((x — 20)™). (5.11)

La preuve iv) est laissée au lecteur. O

Remarque 5.3.2 Le point iii) sert a calculer le développement limité de * pour

toute fonction g ne s’annulant pas en xqg et ayant un DL. En effet si g(xg) # 0,

on peut ecrire
1 1 1

g(x) ~ g(wo) 1 - f(2)

avec f(x) = %. Comme g posséde un DL, il est clair que [ satisfait les

(5.12)

hypothéses du iii) de la proposition précédente.

Exemple 5.3.1 Soit u : R} — R définie par u(z) = % et soit xg > 0. Alors f
possede un DL a tout ordre en xg. En effet

n

= 3 (@0~ ) 4 Oy (& — )" )
1-( ) 0D
(5.13)

u(x) = L
Zo o
o 4Nk
= Z (=1) (x — 20)" + 04y ((x — 20)™).
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Proposition 5.3.4 (Intégration des DL) Soit f : I — R une application
continue et xg € I. On suppose que [ a un DL, (xq) :

fl@)=ao+a1(x —xz0) + ...+ an(z — x0)" + 04y ((x — 20)™) (5.14)

Alors, toute primitive F' de f a un développement limité a l'ordre n+ 1 en xq :

an

(n+1) (x—20)" 05, ((w—10)"*1).

Flz) = F(x0)+a0(x—xo)+“—;(x—x0)2+. A

Preuve. Soit F' une primitive de f. Alors, il existe une fonction r telle que
limg 4, () = 0 et

Flz) = F(zo) + / " fat
e (5.15)
= F(xo) + / (Z a(t — z0)* + (t — z0)"r(t))dt

To p—Q

En utilisant le fait que f;o (t —mo)*dt = k%_l(x — 20)"*1! et la linéarité de I'inté-

grale, il vient

F(z) = F(xo)+a0(a:—x0)+%(x—xo)Q—i—. ) .+%(m—xo)"+l—|—p(x) (5.16)

avec p(x) = f:o (t —z0)"e(t)dt. Il reste donc a montrer que p(x) tend vers 0 plus
vite que (x — z0)" ™!, Fixons € > 0 au hasard. Par définition, il existe § > 0 tel
que

Yt €]xg — 0,0 + 0[, |r(t)] < e(t — zo)™.

On en déduit que pour = €]zg — J, 29 + [, on a
Ip(@)| < e/ It — zo|"dt < |z — 0| (5.17)
zo

ce qui montre que p(z) = 04, ((x — x0)" L. O
Remarque 5.3.3 On remarque que le DL a Uordre n + 1 de la primitive de f
s’obtient en intégrant termes a termes le DL de f a l'ordre n.

Remarque 5.3.4 Il n’y a pas de résultat analogue qui permette d’affirmer que
st une fonction dérivable a un DL,, alors sa dérivée f' a un DL, _,. Par ezemple
la fonction f définie par f(0) =0 et f(z) = 2® sin(w%) possede une DLs en O :

f(2) =0+ 0.2 + 02 + 0p(x?),

mais sa dérivée n’a pas de DLy en 0. En effet, f'(0) =0 et pour z #0, on a

f(x) = 32* sin(x—IQ) — 2(:05(%).

En particulier ' n’es pas continue en 0 et donc ne posséde pas de DL .
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5.4 Développements limités usuels

A Taide de la formule de Taylor, il est possible de montrer que certaines
fonctions usuelles ont des DL a tout ordre en tout point et de calculer ces
développement limités . On donne ici certains de ces DL & un ordre n quelconque
et en g = 0.

k(k—1) k(k—1)...(k—n+1)

Vk € Z, (14+x)" = 1+kx+Tx +...+ oy 2" +oo(x")

|
= (2k)!
(DM 2n+1
sin(z) = x + op(xz="T)
|
= (2k+1)
2 n
=14+ —+. +m+oo(a:")
S EDE by,
log(l +z) = PR + o0p(z™)
k=0

ala—1)...(a—=n+1)

VaoeR, 14+x2)*=1+azx+...+ py " + op(x™)
1 2 n n
3 5 2n+1
arctan(z) = ¢ — % + % -+ (—1)2”“;;—_'_1 + op(2*" 1)

n

. 1.35...(2k +1) )
arcsin(z) = Z mx%ﬂ + op(22")
k=0

5.5 Application au calcul de limites

Une application essentielle des développements limités est de lever des in-
déterminations dans le calcul des limites. Dans cette section on donne quelques
exemples de ces applications.

Supposons qu’on doit étudier la limite en zy d’une fonction F' de la forme
F(z) = %. Si les deux fonctions ont une limite en z( et que la limite de g est
non nulle, alors la limite de F est donnée par le quotiont des limites (proposition
2.1.2). Dans le cas ou f et g ont une limite nulle, le résultat précédent ne s’ap-
plique pas. Pour lever I'indétermination, une méthode trés performante consiste
(si c’est possible) a écrire un DL de chacune des fonctions et a "simplifier la
fraction”.
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Proposition 5.5.1 Soient f: I — R et g: I — R deux applications et xo € 1.
On suppose lim, 4, f(x) = limy ., g(x) = 0 et que f et g ont un DL, (o)
donné par {

f@)=a1(x —z0) + ...+ an(x — 20)" + 04, ((x — x0)")

5.18

g() =bi(z —x0) + ... + bz — 20)" 4 0o ((x — 20)"™) ( )
On note ny = inf{k € {1,...,n}, ar # 0} et ng = inf{k € {1,...,n}, by # 0}.
On a alors les comportements suivants :

fl=) _
9(z)

: _ : f(z) _ Ony
— sing =ng alors limg_.4, ORI

- sing > ng alors limg_.q,

- siny < ng alors § a une limite infinie & gauche et a droite. Le signe est
donné par le quotient Zﬁ et la différence ny —ng (voir la prewve pour plus
7Lg
de détails).

Preuve. Soit F' = g. Quitte a poser y = x — ¢ on peut supposer o = 0. On
écrit . .
- Ekl:nf apx” + Oo(xn)

F(z) = = 5.19
W= T b o) (519)
et on factorise le numérateur et le dénominateur :
" ”:"fa " Z‘k +0 Ny
F(z) = (Z’;;_g hny of ) (5.20)
2" (310 ? Digm, 2P + 09 (277 "9))
Si ny > ng, on simplifie par "9 et on obtient
g ":”f Gtn l‘k +0 s
F(z) = (Lm0 Ghiny o= ), (5.21)

Zz,;gg karng (Ek + Oo(xn—ng)

Comme ny > ng le numérateur tend vers 0 quand x tend vers 0. Par ailleurs,
par définition de ny on a b,, # 0 donc le dénominateur a une limite non nulle.
Par suite lim,_.o F'(z) = 0.

Supposons maintenant que ny = ngy. Alors

Yo kg @+ 0o(a™ )

F(z) = P - —-
Ek:() bk—i—ngx © 4+ OO(xn ng)

(5.22)

et il est clair que lim,_,o F(z) = :nf .
ng

Pour finir, traitons le cas ot ny < ng. La méme procédure que ci-dessus
montre (en simplifiant par x,,) que

n—ng ) k n—ns
Fle) = —2k=0 Ghtn, T o0l ) (5.23)

@0~ (20 Dhn, @ + 00 (277 0))

Or dans cette expression, le numérateur tend vers a,, # 0 tandis que le déno-
minateur tend vers 0. Par suite, on a

lirr%) |F(z)| = +o0. (5.24)
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De plus, pour z > 0 F(z), a le signe de Zﬁ et pour z < 0, F(x) a le signe de
"Lg

Ap .
(_1)n,f—ngﬁ.
Siny —ng est impair, on obtient des signes différents a gauche et & droite de
0. Par suite F' n’a pas de limite infinie en 0, mais seulement des limites infinies
a gauche et a droite de signes différents.
Si ny —ngy est pair, F' a le méme signe a gauche et a droite de 0. Par suite
F a une limite infini en 0 dont le signe est donné par sgn(Z:L—LZ)

O

3
sin(z) —z+ %=
x5

Exemple 5.5.1 Soit f définie pour x # 0 par f(x) = . Calculer

lim, o f(x).

Preuve. Cest évidemment une forme indéterminée. On calcule un DL de sin(z) —
3
r+ % en 0. On a

, 3 3 b . 3 b 7
sm(x)—x—i—g :x_E—Fﬁ—'—OO(x )—x—i—g :a—i—Oo(aﬁ ).
Par suite 5
£ +0(@") 1
fla) = T2 = 2k 0e?)
et on a clairement
ili%f(x) T



