Théoréme de Kleene

Théoreme : Un langage sur un dalphabet X est rationnel
si et seulement si il est reconnu par un
automate fini.

Premier sens : preuve par induction

2 - Théor‘éme de Kleene 4+ On cherche des A.F.N pour chaque langage régulier dénoté par les

expressions réguliéres de base

Expressions régulieres

Définitioninductive
B //
@ € ER
e € ER _—
a € ER, pour tout aex _

Stephen C. Kleene (I) Cl
Mathématicien et logicien américain ..

1909-1994

Suite preuve (opération +) Suite preuve (opération .)

+ par_hypothése d’induction, on suppose qu’il existe deux A.F.N. + A vreconnait le langage décrit par (a.p )
A, et Ay tels que L(A)D est le langage décrit par 1’exp.rég. o

et L(Aﬁ) celui décrit par 1’exp.rég. B.
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+ A reconnait le langage décrit par (a + f )




Suite preuve (opération *)
A reconnait le langage décrit par o*

Expressions réguliéres

Définitioninductive
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Exemple

Y, décrit le langage des mots w

tels que & (q,w) € F
8" : prolongement de & aux mots

Passage d’un A.F.D. a une E.R.

Réciproguement, a partir d’un A.F.D, peut-on construire une
expression réguliére qui décrit le langage reconnu par A ?

Les permettent de
ramener le calcul d’une exp.rég. a la résolution d’un systéme
d’équations.

A chaque état g on associe une expression réguliére

dénotant le langage associé a cet état.

On obtient un systéme d’équations dont les sont des
exp.rég. dénotant des langages.

Si g est 1’état initial, décrit le langage reconnu par A.
Exemple
Y, = bY, + aY;

Y, = bY, + aY,
() O)o Y3 =(e)+ aY, + by,
Y, =@+ (a+b) Y,

Attention !'!!

Résoudre un tel systéme revient a calculer Y,, car il est associé
a 1’état initial

On procéde par substitutions et on va avoir besoin de résoudre
1’équation :



Equation Y=AY +B

A*B est bien solution :
AB =AAB +B=AB+B=AB

AB est une solution minimale

si Y est une solution, alors AB C Y

Récurrence sur la hauteur d’étoile :
- si i=0, AB =B C Y car Y =AY + B
- hyp. réc. pour i=n : A"B C Y
- pour ntl : A¥1B = AAB CAYCAY +B =Y, cqfd.

Equation Y=AY +B (suite)

Exemple

« si ¢ & A alors AB est 1’unique solution.

On suppose la non-unicité de la solution AB.
Soit X une autre solution
et soit un mot w de longueur minimale tel que w € X \ A*B.

we X=AX+B et wée& B donc w=uv avec ueA et veX.
Or v & AB (sinon w aussi) donc v € X\ A:B.
Contradiction : la longueur de w n’était donc pas minimale !

« si ¢ e A alors pour tout C C 3*)Y = AB + AC est aussi solution :
AB + AC=A (AB + AC) + B = AB + A*C + B = A'B + AC = AB + AC

On garde toujours a 1’esprit que si €A alors A*B est 1’unique solution de Y=AY+B.

Y, = bY, + aY,
Y; = e+aY, + bY,
Y, = ¢+ (a+b)Y,
=

Y, = (a+b)*

(Y, est alors éliminé)

+ si 1’automate de départ est déterministe, on a toujours : ¢ & A
Exemple
Y, = bY, + aY;
Y, = bY, + aCa+b)*
Y; = e+aCa+b)™+ by,
=
Y, = bbY, + baCa+b)"+ aY;
Y; = e+aCa+b)™+ bbY +baCa+b)*

(Y, est alors éliminé)




Exemple

On garde toujours a 1’esprit que si €A alors A'B est 1’unique solution de Y=AY+B.

Y, = bbY, + baCa+b)*+ aY;
ba(a+b)*

Y; = ¢+bbY+ (b+edaCa+b)*
bb
‘o bb g

Y, = bbY, + ba(a+b)*+

@ as +abbY, + a(b+c)aCa+b)”
(b+e)a(a+b)*

(Y5 est alors éliminé)

Exemple

On garde toujours a 1’esprit que si €A alors A*B est 1’unique solution de Y=AY+B.

baCa+b)* Y, = Cabb+bb) Y, +

abb baCa+b)*+ a(e+(b+e)ala+b)™)

big;i) =

D Y, = (abb+bb)*(ba(a+b)*+a(s+(b+s)a(a+b)*))T
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E=r=a

ANCIENT EGYPTIAN REGEXP




